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1 Einleitung

Das vorliegende Script in deutscher Sprache ist aus verschiedenen Diplomarbeiten entstanden, die
bereits im HFI zum Thema CAA durchgefiihrt wurden. Es flieSen aulerdem eine Reihe von Doku-
menten zu aktuellen Forschungsthemen und nicht zuletzt die Erfahrung von Mei Zhung (Michi-
gan State University) ein, die die Vorlesung in englischer Sprache hier etabliert hat. In wesentli-
chen Punkten ist die Vorlesung damit an den CAA-Kurs von Chris Tam, dem , Erfinder des DRP-
Schemas angelehnt. Das vorliegende Skript erhebt (noch) keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit und
einzelne Kapitel fehlen bisher noch, werden aber im Laufe des Sommersemesters ergidnzt. Die eine
oder andere spezielle Formulierung aus einer Diplomarbeit, sowie einige der Fehler im Text wer-
den dann auch verschwunden sein, so dass am Ende des Sommersemesters ein Nachschlagewerk
in Deutscher Sprache zur Verfiigung steht, welches fiir eine Priifungsvorbereitung und zum Nach-
lesen der Hintergriinde verwendet werden kann.

Christoph Richter



2 Wasist CAA

Der Begriff Computational Aeroacoustics (CAA) wird fiir eine Reihe von Verfahren gebraucht, die
Probleme aus der Stromungsakustik numerisch simulieren. Die Lebensbereiche in denen Schall
eine Rolle spielt erstrecken sich von Musik in Konzertsddlen, iiber den satten (EU), bzw. réhren-
den (US) Sound eines Autos, iiber StraBenldrm bis hin zum Freistrahllirm von Flugzeugen. Ahnlich
vielschichtig wie die Anwendungen von CAA sind die verfiigbaren Verfahren zur Modellierung und
Analyse der Schallausbreitung und Schallabstrahlung im Ingenieurbereich. Dabei ist einerseits das
physikalische Verstdndnis der Vorgénge bei der Schallausbreitung und andererseits eine Vorhersa-
ge der Schallentstehung und —abstrahlung zum Beobachter von Interesse.

Unter CAA versteht man daher eine Reihe von unterschiedlichen Verfahren, die im Folgenden
stichpunktartig vorgestellt werden. Dabei wird auf eine starke Gliederung und Einordnung der Me-
thoden geachtet. Ein detailliertes auf die Teilaspekte der einzelnen Methoden kénnte allerdings fiir
jede Methode ganze Scripte fiillen, daher wird darauf verzichtet und nur besonders charakteristi-
sche Eigenarten der Methoden hervorgehoben.

Aufwand
CFD CAA

\ 'LES ((U)RANS‘ D.-Galerkin FWH ESM| MS
%DNS 'DES HtTam Schemes 'BEM [Rj

Grundlegend bei allen vorgestellten CAA-Methoden! ist die Ausnutzung der eindeutigen Tren-
nung von akustischen und hydrodynamischen Langenskalen. Schall bewegt sich mit Schallgeschwin-
digkeit und hydrodynamische Stérungen breiten sich konvektiv— mit Stromungsgeschwindigkeit —
aus. Diese Erkenntnis fiihrt zu so grundlegend verschiedenen Herangehensweisen bei der Simulati-
on, dass eine Reihe von Verfahren speziell fiir die Schallausbreitung oder die Stromungssimulation
entwickelt wurden. Zusitzlich dazu zeigt Schall einen groffen Dynamikbereich bei relativ kleinen
Amplituden. Daher haben sich linearisierte Stérungsansédtze, welche die ohnehin kaum wirksame
Reibung vernachlidssigen? etabliert.

!Es gibt inzwischen CFD-Simulationen, die urspriinglich fiir CAA entwickelte Methoden verwenden. Diese werden in
der Vorlesung auch betrachtet, werden aber allgemein nicht als CAA-Methoden, sondern als LES oder DNS, also echte
CFD-Methoden klassifiziert.

%Schallenergie wird nur in sehr geringem Umfang an Winden dissipiert, daher wird dieser Effekt vernachlissigt. Die-
ses Vorgehen ist allgemein akzeptiert und wird auch in der Auswertung Experimenten hiufig angewendet, wobei nur



CAA-Verfahren Losen im Allgemeinen vereinfachte Grundgleichungen zur Beschreibung der Schal-
lausbreitung. Diese beinhalten in jedem Fall eine homogene Wellengleichung, welche die Schall-
ausbreitung beschreibt, sowie hdufig Quellterme fiir die Schallquelle, die nur im Quellgebiet ausge-
wertet werden. Durch geschickte Vernachlédssigung (z. B. FEM), bzw. Ansatz analytischer Losungen
(z. B. FW&H) ergibt sich ein wesentlich geringerer Rechenaufwand. Die speziellen Eigenschaften
der Schallausbreitung, welche bei der numerischen Gittergenerierung und der Auswahl der Ver-
fahren eine Rolle spielen, lassen sich wie folgt zusammenfassen:

1. GroRer spektraler Inhalt (large spectral content) 100 Hz-40 kHz
2. GroRer Dynamikbereich (large range of amplitudes) 0 dB~ x 10~ Pa bis 130 dB~90 Pa

3. Frequenzunabhéngig Ausbreitung mit Schallgeschwindigkeit (propagation at the speed of
sound for any frequency)

4. nahezu Dissipationsfreie Ausbreitung im Freifeld unter 40 kHz (low atmospheric attenuation
below 40 kHz)

5. GroRes Ausbreitungsgebiet von Interesse (large propagtion distance)

6. Kleine Amplituden im Vergleich zur mittleren Stromung (small perturbations compared to
the mean state) 100 hPa =1 x10° Pa

Es gibt also deutliche Unterschiede zwischen der Stromung und der Akustik sowohl in den Zeit-
und Lingen-Skalen als auch in den Amplituden. Diese Unterschiede lassen sich in Anforderungen
und Losungsansitze fiir CAA-Methoden formulieren:

[—

. Auflésung groRer Wellenldngenbereiche mit geringem numerischen Aufwand
2. Hohe Genauigkeit und geringe Verluste (Dissipation)

3. Keine Dispersion
4

. Dissipationsfreiheit

o

. Dispersions— und Dissipationsfreiheit und geringer numerischer Aufwand

=2}

. Aufspaltung in mittlere Stromung (mean flow) und Schwankungsanteil (perturbation)

Die im folgenden vorgestellten Methoden erfiillen weitgehend die oben genannten Forderungen,
wobei zum Teil auch noch Forderungen an die mittlere Stromung gestellt werden oder diese ganz
vernachldssigt wird. Im Vergleich zu CFD-Methoden sind ganz andere Skalen aufzulésen, und spe-
zielle Randbedingungen zu formulieren. Insbesondere der hyperbolische Charakter der Wellen-
gleichung fiihrt zu einer Reihe von zusitzlichen numerischen Problemen bei der Simulation der
Schallausbreitung.

selten Abweichungen beobachtet werden. Die Grenzschichten welche sich tiber eine halbe Wellenlédnge bei der Ausbrei-
tung einer Schallwelle (z. B. bei 1000 Hz etwa 15 cm) bei Geschwindigkeiten von deutlich unter 1m/s ausbilden sind sehr
diinn und kénnten gar nicht sinnvoll von einem aeroakustischen Verfahren aufgeldst werden.



2.1 Klassifizierung von CAA-Methoden
2.1.1 Semianalytische Methoden
Beispiele:

* modale Ansitze

e Multiple Skalen (multiple scales) [21] (basierend auf der Annahme der energetischen Tren-
nung der einzelnen radial-Moden)

e Strahlen (Raytracing) — Methoden

* Methode der Ersatzstrahler (ESM), (Zerlegung in Mono-, Di- und Quadrupolquellen)

2.1.2 Integralverfahren

Beispiele:
* Kirchhoff Integration
* Ffowcs—Williams and Hawkings aeroakustische Analogie
e Lighthills akustische Analogie

* Boundary Element Methode (BEM)

2.1.3 Verfahren im Frequenzbereich

Nennenswerte Methoden:
* Nicht optimierte Finite Elemente Methoden (finite element methods) — W. Eversman
* Spektralelement (spectral element methods) —
* Discontinious Galerkin (discontinious Galerkin methods) (2]

Besonderheiten:

* Losung im Frequenzbereich fiir jede einzelne Frequenz

Implizite Losung, aber iterative Verfahren sind instabil und daher nicht einsetzbar

Fiihrt zu groBen Problemen in 3D (Direkte Losung, viele Freiheitsgrade, starke Kopplung)

Komplexe Amplituden im gesamten Rechengebiet (keine zeitliche Entwicklung oder Anfahr-
vorgange)

Charakteristische Randbedingungen einfach einsetzbar



2.1.4 Verfahren im Zeitbereich

* Sogenannte die Dispersionsrelation erhaltende (Dispersion Relation Preserving) DRP-Verfahren
in der Aeroakustik

e Finite Differece Time Domain (FDTD) — Methoden in der Elektrodynamik z. B. [30]
e Kompakte Schemata ohne Richtungsabhéngigkeit fiir krummlinige Gitter z. B. [15, 23]

* Sogenannte “Tam schemes” auf Basis eindimensionaler Differenzensterne und orthogonaler
Gitter z. B. [26, 4]

Besonderheiten:
¢ Ublicherweise Verfahren hoherer Ordnung

* Block strukturierte Zerlegung des Rechengebiets (Domain decomposition Technique) einfach
moglich

e Probleme in 3D effizienter 16sbar als im Frequenzbereich [8]

— 2D Probleme sind im Frequenzbereich effizienter I6sbar [8]

3 Finite Differenzen Methoden - Vor- und Nachteile

Eine rdumliche Diskretisierung basierend auf finiten Differenzen ist relativ einfach zu verwirkli-
chen. Man verzichtet dabei auf die Vorteile einer nachweisbaren Konservativitit. Ansdtze auf Basis
der integralen Grundgleichungen wie finite Elemente oder Finite Volumen Verfahren bieten Kon-
servativitdt auf Kosten einer impliziten Formulierung zur Losung. Die Methode der Zeit-Integration
ist nicht durch die verwendete rdumliche Diskretisierung festgelegt, auch wenn hiufig die Kombi-
nation aus Losung im Frequenzbereich und Finiten Elementen bzw. Losung im Zeitbereich und
finiten Differenzen auftritt. Finite Differenzen werden z. B. auch zur Bestimmung von Fliissen mit
hoherer Genauigkeitsordnung fiir eine implizite Losung im Frequenzbereich benutzt, wahrend im
Dreidimensionalen hdufig Quasi Zeitschritt (quasi time stepping) Methoden bei Finiten Elementen
zum Einsatz kommen.

Die Ableitungen in den Raumrichtungen wird mit Hilfe eines Differenzensterns bestimmt, der den
Funktionswert (z. B. des Drucks) an endlich vielen Stiitzstellen um den Punkt der gesuchten Ablei-
tung mit einem entsprechenden Koeffizienten multipliziert. Es sind im Allgemeinen eindimensio-
nalen Fall die Punkte (n — N bis n + M) zur Bestimmung der Ableitung an der Stelle n notwendig.

3.1 Eine Ubersicht der Finite-Differenzen (FD)-Verfahren

Es gibt eine Reihe von Ansédtzen, die zu verschiedenen Koeffizienten fiir die Bestimmung der Ablei-
tung fiihren. Fiir Standardschemata auf Basis einer Taylor-Reihenentwicklung gilt, dass die Anzahl
der Koeffizienten eines zentralen Differenzensterns eins grof3er als die erreichte Fehlerordnung ist.
Fiir ein Schemata 6. Ordnung sind daher 7 Punkte in 1D notwendig. Fiir zentrale Differenzensterne
gilt allgemein, dass fiir eine Dissipationsfreiheit eine Symmetrie der Koeffizienten notwendig ist.
Bei der Erzeugung optimierter Schemata werden statt einer strikten Erh6hung der Fehlerordnung
andere Kriterien hinzugenommen, wobei die erreichbare Ordnung sinkt. Im Folgenden wird das



relativ einfache Beispiele des fiir harmonische Wellenausbreitung optimierten, zentralen Differen-
zensterns von Tam and Webb [26] erldutert. Als Kriterium fiir die Optimierung wird dabei ein mog-
lichst geringer integraler Fehler {iber einen bestimmten Wellenldngenbereich gefordert. Da die be-
sonderen Vorteile der zentrale Differenzen erhalten werden sollen, ist mit 7 Punkten aufgrund der
Symmetrie nur noch eine Genauigkeit von 4. Ordnung erreichbar.

Beim Ubergang auf mehrdimensionale Rechengebiete gibt es zwei Ansitze:

1. Voraussetzung orthogonaler dquidistanter Netze und Nutzung der 1D-Differenzensterne

2. Nutzung aller Punkte in der Umgebung des gesuchten Punktes zur Erhaltung der Ordnung
auch in den gemischten Ableitungen bei nicht orthogonalen Netzen.

Die unter 1. zu nennenden Verfahren (z. B. Tam and Webb [26], Bogey and Bailly [4] bieten Vor-
teile bei der Generierung von dreidimensionalen Gittern. Die sogenannten kompakten Schemata
unter 2. (z. B. Lele [15] bieten erhebliche Vorteile, in Hinblick auf die Flexibilitdt und bei komplexen
Geometrien, fiihren jedoch zu mehr Operationen. Der Hauptnachteil ist das Fehlen von Gittern fiir
dreidimensionale kompakte Schemata in zylindrischen Geometrien.

4 Optimierung fiir die Beschreibung der Wellenausbreitung: DRP (di-
spersion relation preserving)-Schemata

4.1 Das Dispersion Relation Preserving (DRP)-Schema von Tam

Fiir die raumliche Diskretisierung, ist von Tam and Webb [26] das Dispersion-Relation-Preserving
Scheme, vorgestellt worden.

Die Grundidee dieses Verfahrens ist es, den Fehler zwischen den aus der Differenzialgleichung
des Problems folgenden Wellenzahlen £ und den aus der Diskretisierung folgenden numerischen
Wellenzahlen k zu minimieren.

Mit einem finiten Differenzen Schema ld(t sich die erste Ableitung einer Funktion f an einem
Knoten [ allgemein fiir "dquidistante Gitter in folgender Form approximieren:

1 M

~as 2 aifin (1)

x j=—N

of

ox

_of

l_é)x

Dabei werden die Funktionswerte an N Knoten links und M Knoten rechts des Knoten verwendet
an dem die Ableitung bestimmt werden soll.
Wird die Funktion f als kontinuierlich vorausgesetzt, stellt 1 einen Spezialfall folgender Gleichung

dar:

LS ot + An) @
R — a;jf(z+ jAx
" ij:,]v]

of
ox

Die Koeffizienten a; der Standardschemen werden aus Taylor-Reihenentwicklungen um die Stelle
x mit Vielfachen der Schrittweite Az bestimmt, die nach dem Pten Glied abgebrochen werden, so
daR fiir die die erste Ableitung ein Fehler héchstens der Ordnung (Ax)? entsteht.

P A k L
frrj = fla+ jAz) =Y (j k!w) gaj:

k=0

+0[(Az)P*] fiar (= -N,...,M) 3)

Ty



Durch Multiplikation der Gleichungen 3 mit dem jeweiligen «; und anschliefenden Summieren
der Gleichungen erhélt man das Schema 1, wenn die a; folgenden Bedingen geniigen:

M
> ajjk:fslk:{(l) ’ ’;:1 fir (k=0,...,P) )
j=—N ’ #

st P = M + N stellt 4 ein eindeutig bestimmten lineares Gleichungssystem mit P + 1 Gleichungen
dar, dessen Losung die gesuchten Koeffizienten a; sind.

Um untersuchen zu kdnnen, wie sich eine Diskretisierung der Form 1 auf die Dispersions-Beziehung
auswirkt, wird mit Hilfe der Fouriertransformation

= 1

flhe) = F (1@} = 5= [ Sa)e ™ da ©)

vom geometrischen Raum in den Wellenldngenraum iibergegengen.
Angewendet auf beide Seiten von 2 ergibt die Fouriertransformation (5):

: £ : —im d imk Az | £
imk, f(ky) = im (A:UJZ aje kz A ) fke) (6)

Der Vergleich beider Seiten von 6 zeigt, dal in der diskreten Form statt der tatsdchlichen Wellen-
zahl k, eine numerische Wellenzahl k,, in der Form

Ew _ —1im Z ajeimjszx 7)

verwendet wird.

Die mit Az dimensionslos gemachte numerische Wellenzahl k, Az ist eine periodische Funktion
von der dimensionslosen Wellenzahl k£, Ax mit der Periode 27. Um eine sinusférmige Welle der Wel-
lenldnge A diskret zu approximieren sind mehr als 4 Punkte pro Wellenldnge (P PW) erforderlich.
Damit k, aus 7 eine gute Approximation von k, ist, folgt daraus, daR fiir |k, Az| < 7/2 die Summe
der Abweichungen zwischen k, und k, méglicht klein ist, also

n
E = /fkmAx—/%zAm?d(kmM) (8)
-7
n M 2 |
= / imk— > a;e™*| dsx = Minimum 9)
“n j=—N
mitn = /2.
Die Bedingungen damit £ minimal wird sind:
OE
— = fii k=-N,....M 10
Dar 0 ur  ( yoes M) (10)

Dies fiihrt auf folgendes lineares Gleichungssystem fiir die a;:

f: oSl = kJn) | sin(kn) n n sin(kn)

= fii =—N,....M 11
J ]_k ]{?2 ]{7 0 ur (k ) 9 ) ( )

nay +
j=-N
K



Die so gewonnen Koeffizienten a; minimieren nun zwar den Fehler in den Wellenzahlen, bertick-
sichtigen aber nicht mehr die Fehlerordnung im geometrischen Raum.
Durch Kombination des Mininimierungsproblems aus 9 mit den Bedingungen aus 4 als Nebenbe-
dingungen
M

on= Y ajj" =01, =0 fiir (n=0,...,P) (12)
j=—N

kann fiir P < M + N das Mininmierungsproblem mit Nebenbedingungen

P
!
L=E+Y Bupn = Minimum (13)

n=0

formuliert werden. Damit L minimal wird sind folgende Bedingungen zu erfiillen:

oL o~ sin([j—Kln) | sin(kn)  psin(kn) &<,
ik B
oL M
9B R

fir (k=-N,...,M) und (m=0,...,P)

Ein Schema der Form 1 mit den so gewonnen Koeffizienten a; ist von der Fehlerordnung Az* und
minimiert den Dispersionsfehler.

Aus 11 bzw. 14 ist ersichtlich, da fiir M = N, also ein zentrales Differenzen Schema, a; = —a_; ist.
Dadurch ist die numerische Wellenzahl k, aus 7, wie die analytische Wellenzahl k,, rein reell. Bei
nicht symmetrischen Schemata, fiir die M # N ist, wird k, komplex. Der nicht physikalische ima-
ginire Anteil in k, fiihrt zu einem Anwachsen der Losung und schlieflich zur Instabilitdt. Deshalb
sollten solche unsymmetrischen Schemata nur in stark begrenzten Gebieten verwendet werden, in
denen sich zentrale Schemata nicht anwenden lassen, wie etwa in den Randgebieten.

1 zeigt das Verhalten k, (k) fiir verschiedene Diskretisierungs-Schemata. Es ist zu erkennen, dal
bis zu einem durch das Schema bestimmten Grenzwert E‘grenz die Wellenzahl k£ durch die nume-
rische Wellenzahl k£ gut approximiert wird. Fiir Wellenzahlen die groer als diese Grenzwellenzahl
Egrenz sind, also fiir Wellen kurzer Wellenldnge, geben die Schemata die Wellenzahl nicht richtig
wieder. Mit anderen Worten, fiir kurze Wellenldngen tritt numerische Dispersion auf. Die Grenz-
wellenzahl gibt die minimal erforderliche Auflésung an, die erforderlich ist, um eine im Problem
enthaltene Wellenzahl dispersionslos wiederzugeben. Die Auflésung wird in Punkten pro Wellen-

zahl (PPW) angegeben, und ist als

A 2w
PPW= — = —
Az  kAz

(15)
definiert.

In 1 sind die Grenzwellenldngen und die daraus resultierenden benétigten Auflésungen fiir ver-
schiede Diskretisierungsschemata dargestellt. Es ist erkennbar, dall mit zunehmender Anzahl der
im Schema verwendeten Punkte die zur korrekten Wiedergabe einer bestimmten Wellenldnge be-
notgte Auflosung abnimmt. Bei hoherer Punktanzahl im Schema kénnen also groQere Gitterschritt-
weiten Az verwendet werden, was die Anzahl der Knotenpunkte und somit den Speicherbedarf
und Rechenaufwand verringert. Dies wird aber mit einen erhohten Rechenaufwand an den einzel-
nen Knoten erkauft. Hier kommen nun die Vorteile der DRP-Schemata zum tragen. Wie man aus
der Tabelle erkennt, ist die bendtigte Auldsung fiir das 7-Punkt DRP-Schema um 10% geringer als
fiir das 7-Punkt Standard-Schema bei gleichem Rechenaufwand.

10
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Abbildung 1: Vergleich zwischen kAx und kAx fiir verschiedene Verfahren

] Schema H Grenzwellenldnge kgrenzAx \ Auflésung (PPW) ‘
5 Punkte, 4. Ordnung (Std.) 0.70 9.0
7 Punkte, 6. Ordnung (Std.) 1.00 6.0
7 Punkte, 4. Ordnung (DRP) 1.16 5.4
9 Punkte, 4. Ordnung (DRP)

Tabelle 1: Grenzwellenldngen und Auflésungen fiir verschiedene Diskretisierungsschemata

11



Die Tabellen 2, 3 und 4 enthalten die entsprechend 14 bestimmten Koeffizienten fiir das zentrale
und die riick- bzw. vorwirtigen 7-Punkt DRP-Schema 4. Ordnung. Bei der Berechnung der Koef-
fizienten fiir das zentrale Schema, wurde einem Vorschlag von Tam and Shen [25] entsprechend
n = 1.1 statt 7 /2 verwendet.

12



Tabelle 2:

Koeffizienten fiir das zentrale 7-Punkt DRP-Schema 4. Ordnung (n = 1.1)

| Koeffizienten | N =3,M =3
a_sg -0.020843142770
a_o -0.166705904415
a_q -0.770882380518
ap 0.000000000000
ai 0.770882380518
a9 0.166705904415
as 0.020843142770

Koeffizienten | N=6, M =0 [ N=5M=1| N=4,M =2

a_g 0.203876371 — —
a_s -1.128328861 | -0.048230454 —
a_4 2.833498741 | 0.281814650 | 0.026369431
a_3 -4.461557104 | -0.768949766 | -0.166138533
a—2 5.108851952 1.388928322 | 0.518484526
a_1 -4.748611401 | -2.147776050 | -1.273274737
ao 2.192280339 1.084875676 | 0.474760914
al — | 0.209337622 | 0.468840357

a2

-0.049041958

Tabelle 3: Koeffizienten fiir die riickwértigen 7-Punkt DRP-Schemata 4. Ordnung (n = 7/2)

Koeffizienten | N=2, M =4[ N=1,M=5| N=0,M =6

a—2 0.049041958 — —
a—1 -0.468840357 | -0.209337622 —
ao -0.474760914 | -1.084875676 | -2.192280339
a1 1.273274737 | 2.147776050 | 4.748611401
az -0.518484526 | -1.388928322 | -5.108851952
as 0.166138533 | 0.768949766 | 4.461557104
a4 -0.026369431 | -0.281814650 | -2.833498741
as — | 0.048230454 1.128328861
ae — — | -0.203876371

Tabelle 4: Koeffizienten fiir die vorwértigen 7-Punkt DRP-Schemata 4. Ordnung (n = 7 /2)
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5 Kurzwellige Anteile und deren Filterung bzw. Dampfung

5.1 Kiinstliche, selektive Didmpfung (selective artificial damping)

Die diskretisierte Differentialgleichung erlaubt unphysikalische Lésungen, die sich als Gitterschwin-
gungen, sogenannte spurious waves, ausbreiten [27]. Problematisch fiir die Stabilitdt des Runge-
Kutta-Verfahrens (LDDRK) sind diese Wellen vor allem deshalb, weil sie sich mit mehrfacher Schall-
geschwindigkeit ausbreiten [29]. Zur Verringerung dieser Gitterschwingungen wird eine selektive
Dampfungsfunktion eingefiihrt, die speziell kurzwellige Anteile mit einer der Gitterweite entspre-
chenden Wellenldnge entlang einer Gitterlinie herausfiltert und beddampft.

Besselfunktion in der Umgebung der Achse: m=10, i _=11.77103 FFT einer Besselfunktion um r=0: m=10, u_=11.77103

le-12— L B 1,‘““““““““
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8e-131 -- 9.e-13%(1-cos(27r/0.04)) 0.8 J” ' -- FFT r=-0.025 ... 0.025

S 7 B ) o
Te-13F ! - E \
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= [ / < \
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L )/ Z ~/ \
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le-13] g -~

8’ - ) ‘ 1 i) B S [ R Bk okl PR |
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links: Im Vergleich mit einer angepassten Kosinus Funktion
rechts: rdumliche FFT fiir verschiedene Ausschnitte von Jio(p ) symmetrisch zu r = 0

Abbildung 2: Verhalten der Bessel-Funktion 10. Ordnung an der Achse

Tam et al. [27] schlagen vor, eine Gaul’-Verteilung als Vorlage fiir kurzwellige Schwankungen zu
benutzen. Diese Vorlage wird dann in eine Fourier-Reihe entwickelt, wobei die Anzahl der Fourier-
Koeffizienten auf drei beschrankt wird. Die Summe der Fourier-Koeffizienten verschwindet, so dass
langwellige Storungen nicht beddmpft werden. Da die Gitterschwingungen maximal die halbe Wel-
lenldnge des Differenzensterns haben kénnen, wird die Gaul3-Verteilung mit 7 normiert und um 1
zentriert. Die freien Parameter sind damit die Standardabweichung o der Gau-Verteilung und die
Integrationsgrenze (3 bei der Fourier-Transformation. Die Standardabweichung wird in Anlehnung
an Tam et al. [27] mit 0.2 7 bzw. 0.3 7 angenommen. Die Integrationsgrenze ist genau wie in [27]
zu 0.65 7w gewdhlt worden. Die sich ergebenden Dampfungskoeffizienten sind im Anhang 22 abge-
druckt.

Die Annahmen, unter denen die kiinstliche, selektive Dampfung hergeleitet wird, treffen nicht
auf die Eigenlosungen in Zylinderkoordinaten zu. Die Achse (r = 0) der Zylinderkoordinaten ldsst
Losungen zu, die speziell bei hoheren Azimutalmoden eine Mischung aus vielen verschiedenen
Fourier-Reihengliedern darstellen (vgl. Abbildung 2). Die Ddmpfungsfunktion filtert die kurzwelli-
gen Anteile heraus und die restlichen langwelligen Anteile erfiillen die Differentialgleichung an der
Achse nicht mehr. Das Problem kann offensichtlich auch nicht durch eine Gitterverfeinerung ge-
l6st werden, da dann noch mehr Reihenglieder abgeschnitten werden (vgl. Abbildung 2). Obwohl
der Funktionswert der Bessel-Funktion kleiner wird, steigt der relative Abschneidefehler stark an,
wenn das Gitter entlang der Achse verfeinert wird. Die fiir das DRP-Schema unoptimale Losung ist
auch dafiir verantwortlich, dass ein Unterschreiten der maximal moglichen Zeitschrittweite sich
zuerst durch Instabilitdten an der Achse der Zylinderkoordinaten zeigt.

Dieses Problem kann leider nicht allgemein gel6st werden, da die kiinstliche, selektive Ddmpfung
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Momentane Druckkonturen Momentane Druckkonturen
m=6, n=1, ®=9.14, M =-0.3, Q=0

m=6, n=1, ®=9.14, M =-0.3, Q=0

&

Momentane Druckkonturen
m=6, n=1, ©=9.14, M =-0.3, Q=0

s & 25 75 g
Numerische Beispiele (Volllinie) im Vergleich mit der analytischen Losung (gestrichelte Linie)

(links oben: ohne SAD rechts oben: mit SAD ¢ = 0.2
unten: an der Achse (r < 0.1) keine SAD, sonst o = 0.2)

Abbildung 3: Durch die kiinstliche, selektive Dampfung verursachte Fehler

beiverzerrten und gestauchten Gittern unvermeidlich auch an der Achse angewendet werden muss.
Eine mogliche Losung des Problems kann durch die im Abschnitt 11.3 spédter vorgestellte Interpo-
lation erreicht werden. Fiir Testfélle, bei denen das Gitter an der Achse nahezu ungestreckt und

orthogonal ist, kann die kiinstliche, selektive Ddmpfung nahe der Achse in radialer Richtung auch
entfallen vgl. Abbildung 3.
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5.2 Filterung

Diese Methode ist von den physikalischen Modellgleichungen entkoppelt. Sie beruht auf der Filte-
rung von instabilen Frequenzen aus der Losung. In einem beliebigen Zeitintervall wird durch die
Anwendung eines Tiefpass-Filters das Feld jeder Variable Ortlich in den gerechneten Dimensionen
neu berechnet. Der Filter funktioniert nach dem gleichen Prinzip wie der fiir die Ableitung ver-
wendete Differenzenstern. Die Frequenzcharakteristik muss den gleichen Forderungen wie im Fall
der oben beschriebenen kiinstlichen Ddmpfung entsprechen. Fiir den Verlauf der Filterkennlinie
gilt Gleichung (??). Eine genaue Beschreibung von Tiefpass-Filtern fiir die CAA ist in [4] und [31]
zu finden. Nachteilig ist bei der Filterung der zusdtzliche numerische Aufwand. Er kann durch die
geeignete Wahl des Zeitintervalls und des dazugehorigen Filteramplitude reduziert werden.

Im Abb. 4 sind die Kennlinien der im Rahmen dieser Diplomarbeit getesteten Filter abgebildet.
Ihre Koeffizienten sind im Anhang aufgelistet.

PPW PPW
321611 7 5 o 321611 7 5
L T \ 10" 1 \ \
7—pt Tam 93
—— 7—pt Vasilyev "98
0.9} | — !1-pt Bogey & Bailly opt
— 11-pt Bogey & Bailly std
107 F
0.8
0.7
107
0.6
= 5
2 osp 2 100
4 4
[a o
0.4
107
0.3
0.2
10°F
F 7-pt Tam "93
0.1k g [ — 7-pt Vasilyev "98
' L — 11-pt Bogey & Bailly opt
— 11—pt Bogey & Bailly std
o) 1 1 10°° Ll 1 | ! |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
TKAX TKAX

Abbildung 4: Kennlinien der getesteten Filter
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6 Vergleich der Koeffizientensitze bei Differenzen- und Filterschemata

Um den Funktionsmechanismus und die Optimierungsmdoglichkeiten der eingesetzten Filter- und
Ableitungsschemata iiberschaubar darzustellen, bietet es sich an, beide Verfahren allgemein als
ein digitales Filter zu betrachten. Ein derartiges Filter, wie er z. B. in der Bildverarbeitung eingesetzt
wird, verstdrkt oder dimpft ein diskretes Signal in Abhdngigkeit von der Frequenz. Das wird durch
die Faltung des diskreten Eingangssignals mit einem Satz von Koeffizienten erreicht. Bei der Faltung
wird der Ausgabewert aus der gewichteten Summe der Nachbarpunkte und des gefilterten Punktes
selbst berechnet. Die Koeffizienten entsprechen den Gewichten. Ihr Verlauf bestimmt folglich die
Charakteristik des Filters. Um sie zu berechnen, ist es sinnvoll mittels ortlicher Fourier-Transfor-
mation in Frequenzbereich tiberzugehen. Die Faltung zweier Funktionen im Raum lésst sich als
Multiplikation ihrer Transformierten im Frequenzbereich darstellen. Es gilt

+o00
fil@) s fol@) = [ R€hale =€) de 16)
F{fi(z) * f2(x)} = F{f1(2x)} - F{fa(2)} a7
Das diskrete Transformationsgesetz
— +OO I
fk)y=>_ fie™ (18)
j=—00

wird auf die kammartige Koeffizientenfunktion angewendet. Es ist erkennbar, dass sich die Fil-
terkennlinie periodisch aus einer Reihe von Sinus- und Kosinus-Funktionen und einer Konstan-
te (j = 0) zusammensetzt und eine komplexe Funktion ist. Der imagindre Teil des Filters ist fiir
das Amplitudenverhalten verantwortlich, der reelle bestimmt dagegen die Phasenlage des gefilter-
ten Signals (vergleiche Winkel- und Radiusdarstellung einer komplexen Zahl im Zeigerdiagramm).
Wegen der Periodizitét der Filterfunktion reicht es, nur den Frequenzbereich zwischen 0 und = aus-
zuwerten. Im Folgenden werden die fiir CAA typische Koeffizientensitze verglichen und gedeutet.
Dabei entspricht = auf der Abszisse des Frequenzdiagramms der halben Abtastfrequenz des Signals,
oder einer Auflosung von 2 PPW.

Im Bild links sind die Koeffizienten des symmetrischen, optimierten
Finite-Differenzen-Schemas dargestellt. Die Punktsymmetrie ergibt nur
imaginére Sinus-Anteile in der Filterkennlinie, der Realteil ist Null und

nicht sichtbar. Der nutzbare Bereich des Schemas liegt etwa zwischen

0 und 7/3. Dort approximiert die Kennlinie die lineare Funktion ik, die
ikx

als Faktor bei der Ableitung von ¢"** entsteht, ausreichend genau. Das
Ziel der Optimierung ist es, diesen linearen Bereich moglichst zu erweitern.

Diese Koeffizienten bilden ein asymmetrisches Ableitungsschema (up-
| I f } wind stencil) und wurden optimiert. Das Schema wird im duflersten

Punkt der Randzone des Rechengebiets eingesetzt. Es hat die gleiche
Funktion wie im oberen Fall. Die asymmetrische Form erlaubt es je-
doch nicht, den Realteil zu Null setzen. Bei der Optimierung versucht
man den Imaginérteil im Nutzbereich mdglichst einer Geraden anzu-
passen und gleichzeitig den Realteil zu minimieren. Ein positiver Realteil fiihrt zum Anwachsen der
Losung und muss vermieden werden.
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In der Abbildung sind Koeffizienten eines symmetrischen Tiefpassfil-
ters dargestellt. [hre vollige Symmetrie ergibt eine eine reine Kosinus-
reihe als Filterkennlinie. Der Imaginérteil ist gleich Null. Bei der Op-
timierung ist man bestrebt, die Steilheit des Ubergangs zwischen dem

Durchlass- und dem Sperrbereich zu erh6hen. Um auf eine zu Abschnitt 22
dquivalente Darstellung der Filterkennlinie zu kommen, muss diese an
der Frequenzachse gespiegelt und um Eins nach oben verschoben werden.

Ahnlich dem oberen Fall handelt es sich um einen Tiefpassfilter. Die

Koeffizienten sind asymmetrisch und eignen sich fiir den Einsatz am
Rand des Rechengebiets. Durch die Asymmetrie wird die Phase des ge-
filterten Signal beeinflusst. Durch das Uberschwingen der Kennlinie im

Ubergangsbereich ist der Filter in der Form nicht einsetzbar, da er zu
Instabilitét fiihrt. Gefordert ist bei diesem Filter eine steile Kennlinie im
Ubergangsbereich, Stabilitit und ein neutrales Phasenverhalten im Durchlassbereich. Der Einsatz
asymmetrischer Tiefpassfilter ist wenig verbreitet.

Als letztes Beispiel dient ein einfacher Mittelungsfilter. Hier sind al-

le Koeffizienten gleich und positiv. Die Tiefpass-Eigenschaften werden
aus der Filterkennlinie deutlich. Die Reduzierung dieses Schemas auf
: - den mittleren Koeffizienten lduft schliellich auf eine einfache Multi-

plikation mit dem Koeffizienten hinaus. Alle Frequenzen werden gleich
behandelt. Die Kennlinie eines solchen Filters entspricht der Fourier-
Transformierten der ¢-Funktion.
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7 Implementierung der Wand-Randbedingung (schallhart)

An einer schallharten Wand wird die an das Storungsfeld gestellte Bedingung mit Hilfe von virtuel-
len Punkten in der Wand, sogenannten Ghostpoints, eingebracht [29]. Verfahren hherer Ordnung
verlangen einen weiteren Freiheitsgrad an der Wand, um die Nichtdurchstrémungsbedingung zu
erfiillen. Ublicherweise wird nur der Druck im Ghostpoint zur Einbringung des Freiheitsgrades be-
nutzt. Die Forderung nach einem Verschwinden der Normalengeschwindigkeit in der Wand fiir alle
Zeiten wird durch eine Anpassung des Drucks im virtuellen Punkt bewerkstelligt. Die Gleichung,
welche beide Grolen verkniipft ist die Impulsbilanz (skalar multipliziert mit dem Normalenvek-
tor der Wand). Zur Erfiillung einer Haftbedingung wére ein weiterer Freiheitsgrad notwendig, in
dem die Forderung nach einem Verschwinden der Geschwindigkeit tangential zur Wand iiber eine
Anpassung der Wandschubspannung erfiillt wird.

Ein virtueller Punkt in der Wand ist in Abbildung 5 schematisch zu erkennen. Die zur Berechnung
dieser virtuellen Punkte moglichen Konzepte werden im folgenden Abschnitt erldutert.

Abbildung 5: Der Normalenvektor an einer Wand entlang der i—~Koordinaten Linie

Die ideal schallharte Wand ist nicht durchstrémt und dndert unter der Einwirkung des Schall-
drucks ihre Position nicht. Die Nachgiebigkeit der Wand ist Null. Die Normalenkomponente des
Geschwindigkeitsvektors muss an der Wand verschwinden, um eine unendlich starre nicht durch-
stromte Wand zu modellieren.

n-u =0 (19)

Weiche Winde wiirde man nicht iiber eine Anderung des Normalenvektors und die Bewegung der
Wand, sondern iiber eine komplexe Impedanz, welche Phasenlage und Amplitudenverhéltnisse
zwischen Druck und Dichte wiedergibt modellieren. Mehr dazu folgt spéter im Script.

Die Grundstromung darf bei korrekter Modellierung ebenfalls keine Normalenkomponente der
Geschwindigkeit an der Wand zulassen. Sie kann, wie im Kapitel ?? gezeigt wurde, im Allgemei-
nen reinbungsbehaftet sein. Zusédtzlich kann das Verschwinden des Geschwindigkeitsvektors der
Grundstromung an der Wand gefordert werden, wenn die Reibungsterme in der Grundstroémung
berticksichtigt werden. Die Modellierung der Stérungsausbreitung vernachldssigt solche Reibungs-
effekte, daher gilt fiir die Geschwindigkeitskomponenten der Stérung nur die Nichtdurchstrémungs-
bedingung (Slip-Wall).

Im Allgemeinen liegt die Koordinatenrichtung, in der der Ghostpoint eingebracht wird, nicht senk-
recht zur Wand, wie es in Abbildung (5) schematisch dargestellt ist. Die bisherige Implementierung
der Wand-Randbedingung ging jedoch von einer solchen orthogonalen Konfiguration aus. Zusétz-
lich wurde die Anderung des Normalenvektors entlang der Wand (dn in Abbildung 5) und etwaige
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Gradienten der Grundstromung, beispielsweise in einem Staupunkt, vernachléssigt. Im folgenden
Abschnitt wird die Formulierung der Wand-Randbedingung um die urspriinglich vernachldssigten
Terme erweitert.

7.1 Indirekte Bestimmung

Das mittlere Stromungsfeld muss eine verschwindende Normalenkomponente der Geschwindig-
keit an der Wand haben. Anderenfalls muss eine kleine Stérung der mittleren Geschwindigkeit
einen Gleichanteil beinhalten. Das steht im Widerspruch zur Definition der beiden Anteile. Daher
muss sowohl der Gleichanteil als auch der Schwankungsanteil einzeln die Wand-Randbedingung
erfiillen. Die Impulsbilanz (77), multipliziert mit dem Normalenvektor der Wand, liefert eine Be-
dingung an den Gradienten der Druckstérung in Richtung des Normalenvektors.

~

D 0
—)+n- (=
De) (Q

) + -(w~lﬂ+n-§Vﬂ=0 (20)

\q|
\q.

n - ( -V

Die Wand soll ideal starr sein, daher dndert sich der Normalenvektor nicht mit der Zeit. Der Nor-
malenvektor kann in die Zeitableitung gezogen werden. Aulerdem wird die AbkiirzungV,, :=n - V
fiir die Normalenableitung eingefiihrt. Die Zeitableitung der Normalengeschwindigkeit verschwin-
det an der nicht durchstromten Wand. Die Bedingung, die an die Normalenableitung der Druck-
schwankung gestellt werden muss, lautet also:

V,.p'=-0U -Vu -n-—

\q
=
=

YU -n—pou -V

n—ou n (21)

Das ist bereits das Ergebnis, wenn die Information, dass die GroBen der mittleren Stromung die
Randbedingung erfiillen, nicht benutzt werden soll. Die Normalenableitung des Drucks ist als Funk-
tion von Ableitungen der Schwankungsgré8en und der Grundstrémung gegeben. Da diese Grof3en
alle bekannt sind, ist damit eine Berechnung des Drucks in einem virtuellen Punkt hinter der Wand
moglich, der fiir eine Erfiillung der Randbedingung im nichsten Zeitschritt sorgt.

Im Gegensatz zu der normalerweise verwendeten Randbedingungen wird die Kriimmung der Wand
in Form der Anderung des Normalenvektors beriicksichtigt. Die Ableitung des Normalenvektors dn
istin Abbildung 5 dargestellt. Die Berechnung erfolgt entlang der Wand, die einer Koordinatenlinie
im korperangepaliten Gitter entspricht. Die Lage der entsprechenden ko- und kontravarianten Ko-
ordinaten des Rechengebiets sind ebenfalls dargestellt. Da im Allgemeinen das Gitter nicht ortho-
gonal zur Wand gelegt werden kann, wird der errechnete Druckwert um die Komponente parallel
zum Gitter korrigiert. Die Korrektur addiert die Ableitung des Drucks entlang der Wand zu dem er-
rechneten Wert der Ableitung des gestdrten Drucks, um einen Wert in der Position des virtuellen
Punktes zu erhalten. Die Ableitung wird in der natiirlichen Basis des Rechengitters vorgenommen.
Die Darstellung lautet fiir die Normalenableitung von p’ wie folgt:

o s o (o8
e 822 )8

Umgestellt nach der Ableitung nach , oder ¢ ergibt sich die Bestimmungsgleichung fiir den Druck
im virtuellen Punkt in der Wand.

op 1
877 (nz Ny + Ny 777”)

[vnp’ — (e &a +nr&r) ?ﬂ (23)

Der Normalen-Einheitsvektor n steht senkrecht zur Koordinatenlinie der Wand, wobei die Orien-
tierung des Normalenvektors in der oben gegebenen Formulierung keine Rolle spielt. Er kann aus
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der kovarianten Basis bestimmt werden. Danach wird die rdumliche Diskretisierung riickwirts an-
gewendet, um einen Druck im Ghostpoint zu berechnen. Es ergibt sich folgende Gleichung fiir den
Wandpunkt mit dem Index w:

a /
Py=S— =3 ap) (24)

Der indirekte Weg zur Bestimmung des Drucks im Ghostpoint ist kompliziert. Zusitzlich zu je-
der Option bei der Auswahl der Differentialgleichung fiir die Geschwindigkeiten (vgl. Tab. 22) ist
eine Implementierung fiir den virtuellen Punkt notwendig, wenn der indirekte Weg zur Bestim-
mung gewdhlt wird. Die schrittweise Bestimmung der Normalenableitung und der Ableitung der
Geschwindigkeitskomponenten nach der Zeit auf dem indirekten Weg ist anféllig gegen Rundungs-
fehler. Die Berticksichtigung der kiinstlichen Ddmpfung im Feld und im Bereich der nicht reflektie-
renden Pufferzonen wiirde das System noch wesentlich komplizierter machen. Bleiben die Terme
unberticksichtigt, ergibt sich ein Fehler, der zu einer Inkonsistenz der Randbedingung fithrt. Daher
ist diese Art der Randbedingung nur stabil, wenn vor jedem Zeitschritt die Normalengeschwin-
digkeit auf Null zuriickgesetzt wird, wie es in Tam and Dong [29] beschrieben ist. Auerdem ist
eine Sonderbehandlung der Wand bei der Implementierung der kiinstlichen, selektiven Dampfung
(SAD) notwendig. Da der Aufwand und das Ergebnis bei dieser Form der Implementierung nicht
zufriedenstellend in Einklang zu bringen sind, wurde eine bessere Implementierung der Wand-
Randbedingung gesucht.

7.2 Direkte Bestimmung

Mit dem Ziel eine einfache und gleichzeitig generelle Formulierung fiir die Wand-Randbedingung
zu finden, wurde die Bestimmungsgleichung fiir den virtuellen Wandpunkt nochmals untersucht.
MalRgeblich ist dabei die Berticksichtigung der kiinstlichen Ddmpfung, wie auch der verdnderten
Differentialgleichung durch die nicht reflektierenden Randbedingungen. Dabei sollen mdoglichst
viele der bereits implementierten Funktionen benutzt werden, um den Rundungsfehler durch un-
terschiedliche Wege der Berechnung moglichst gering zu halten. Gleichzeitig sinkt der Aufwand
und die Fehleranfilligkeit bei einer Anderung an der Differentialgleichung. Die im Programm ge-
l6ste Differentialgleichung wird durch die physikalischen und numerischen Flussterme wie folgt
dargestellt:
04
ot
F rana(@) und F g4 p(q) kennzeichnen dabei die zusdtzlichen Flussterme in der kiinstlichen Puffer-
zone, die als Randbedingung am offenen Ende verwendet wird, und durch die SAD. Die Randbe-
dingung soll fiir die numerische Losung auch in einer geddmpften Randzone erfiillt werden. Daher
muss die gleiche Bedingung wie bei der indirekten Bestimmung (Gl. (20)) fiir die numerisch be-
stimmte Zeitableitung gelten. Der einfachste Weg zur Bestimmung ist den vorherigen Druck fiir
den virtuellen Wandpunkt zunéchst beizubehalten und die Zeitableitungen an der Wand zu be-
stimmen. Der aktuelle Druck im Ghostpoint kann dann im Anschluss aus dem errechneten Fehler
bestimmt werden. Die mit dem vorherigen Druck im Ghostpoint (mit p/,) bestimmte Zeitableitung
von v’ und v wird benutzt, um den neuen Druck im virtuellen Punkt zu bestimmen. Dazu wird der
Differenzenstern einmalig umgekehrt angewendet:

= Ephys. (Q) + ERand (Q) + ESAD (Q) (25)

_ 8” 8A/
= i, — L0 ar * 1o 5) 26)
Py = Py —
) (nz’ Ne + Ny 777’)
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Das Ziel ist moglichst viele bereits implementierte Routinen zu benutzen. Es kann erreicht wer-
den, indem die fehlerbehaftete Zeitableitung mit der bereits implementierten Routine zur Berech-
nung der Fliisse bestimmt wird. Damit diese nicht doppelt aufgerufen werden muss, wird nach der
Korrektur des virtuellen Wendepunkts, die gesamte Wandschicht mit vier Punkten korrigiert. Dazu
miissen nur die Differentialgleichungen in z- und r-Richtung nochmals aufgerufen werden. Dabei
wird aber nur mit der Anderung der Ableitung des Drucks durch den Korrekturdruck pj, eingegeben
und die anderen Ableitungen Null gesetzt.

(52),= st 2(n: g + 1 ;) @7)
ox )i aw (ng Nz + 1y )
<ap/> _ 4, O(ne Gy +m o) (28)
or)e  aw ' (Nefe +nem)

Die direkte Bestimmung des Drucks im Ghostpoint bietet weiterhin den Vorteil, dass das Koor-
dinatennetz nicht orthogonal zur Wand sein muss. Bei der Bestimmung des Normalenvektors zur
Wand muss lokal die Richtung einer Tangente an die Wand gebildet werden. Der Normalenvektor
wird anschlielend aus der Tangente durch Drehung um 90° gewonnen. Im dreidimensionalen Fall
lasst sich das gleiche Resultat mit Hilfe des Kreuzprodukts erzielen. Die Formulierung fiir den vir-
tuellen Punkt ist richtungsunabhéngig und stellt die gleichen Anforderungen an das Gitter wie das
innere Feld. Insbesondere entspricht die Wand-Randbedingung in dieser Form exakt dem in Tam
and Dong [29] vorgeschlagenen Vorgehen.

Im Ubrigen ist es gar nicht notwendig den Druck im Wandpunkt zu speichern, sondern es kann
nach der Berechnung der inneren Punkte mit einem Druck im Ghostpoint von Null eine Korrektur
fiir alle betroffenen Punkte erfolgen. Dazu wird der Fehler der Geschwindigkeitsableitung berech-
net, und daraus der Druck im virtuellen Punkt bestimmt, bei dem die Geschwindigkeit verschwin-
det. Mit diesem Druck wird die fehlende Ableitung fiir die die wandndchsten Punkte bestimmt und
die Fliisse der Geschwindigkeitskomponenten und bei Gradienten in der Stromung auch der Druck
korrigiert.
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8 Typen der Euler-Gleichungen

In diesem Kapitel wird ausgehend von den Navier-Stokes-Gleichungen ein mathematisches Mo-
dell zur Berechnung der Ausbreitung kleiner Stérungen abgeleitet. Zur Beschreibung der Stérungs-
ausbreitung im Flugtriebwerk erweist sich die Formulierung in Zylinderkoordinaten als besonders
sinnvoll. Im folgenden Abschnitt werden die Stromungsgrof3en in eine dimensionslose Form ge-
bracht. Der Vorteil dieses Vorgehens ist, dass die Grollenordnung aller Variablen angeglichen wird.
Gleichzeitig wird eine Reihe von dhnlichen Problemen erzeugt, die durch eine einzige Simulation
zuganglich sind. Im nédchsten Schritt werden kleine Abweichungen vom mittleren Zustand zuge-
lassen, um Gleichungen fiir die Ausbreitung kleiner Storungen zu erhalten. Der mittlere Zustand
(die Grundstromung) wird als eine Losung der Navier-Stokes-Gleichungen angenommen, daher
lasst sich dieser Anteil abspalten. Unter der Annahme kleiner Storungen entfallen die Terme von
hoherer Ordnung in den StorgréBen. Das Ergebnis sind die linearisierten Eulergleichungen, wobei
die Grundstrémung eine stationdre Losung der Navier-Stokes-Gleichungen mit Warmezufuhr oder
-abfuhr ist. Die Annahme einer axialsymmetrischen Grundstrémung ermdoglicht im letzten Schritt
eine Vereinfachung des dreidimensionalen Problems fiir die Schallausbreitung auf eine Reihe von
Differential-Gleichungs-Systemen (DGLS) von zwei unabhédngigen Variablen. In den entkoppelten
zweidimensionalen Gleichungen ist die Winkelkoordinate ¢ als unabhéngige Variable durch die
Nummer der Azimutalmode m ersetzt. Durch die Nutzung der cut-off Bedingung wird am Ende
das zu simulierende Problem auf den ausbreitungsfahigen Teil der Azimutalmoden eingegrenzt.

8.1 Die Grundgleichungen

Die Grundgleichungen werden hier entsprechend Spurk [24] und Rienstra and Hirschberg [22] als
Bilanzgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie am raumfesten Volumenelement aufgestellt.

8.1.1 Massenbilanz

Die Bilanzierung der Masse in einem raumfesten Volumen fiihrt direkt auf die Kontinuitétsglei-
chung. Sie ldsst sich in Worten formulieren als

Anderung Zufluss Abfluss
der = von | — | von (29)
Masse Masse Masse

Die Massenbilanz eines Fluidvolumens wird mit Hilfe von Dichte g, Druck p und dem Geschwin-
digkeitsvektor @ wie folgt notiert (vgl. [24, 32]):
98
ot

il
=2

+i-Vo+oV-i=0 (30)

=2

Die Tilde kennzeichnet physikalische Gro3en, die im Gegensatz zu den spéter eingefiihrten dimen-
sionslosen Zustandsgréfen, aus einem Wert und der zugehorigen physikalischen Einheit zusam-
mengesetzt sind. Zur weiteren Abkiirzung der Schreibweise bei der Herleitung der Gleichungen fiir
die Ausbreitung kleiner Storungen ist die Einfiihrung der materiellen Ableitung (material derivati-
ve) sinnvoll:

=—= i V() (31)
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Gl. (30) lasst sich mit Hilfe der materiellen Ableitung wie folgt abgekiirzt schreiben:

o
™

D

<1

+0 (32)

Sl
[
Il
o

Damit ist die erste Gleichung gefunden, die Dichte und Geschwindigkeitskomponenten miteinan-
der verkniipft.

8.1.2 Die Navier-Stokes-Gleichungen

Die Impulsbilanz eines Fluidelements liefert drei weitere Differentialgleichungen zur Bestimmung
der fiinf unbekannten Strémungsgrollen, wobei bereits der Newtonsche Schubspannungsansatz
als Materialgleichung eingesetzt wurde. Der Impulsbilanz ldsst sich in Worten formulieren als

Anderung Zufluss Abfluss Summe
des =| von | —| von |+ |angreifender (33)
Impulses Impuls Impuls Kriéfte

Zusétzlich zu den bei der Notation der Massenbilanz eines Fluidelements eingefiihrten Termen,
flieSen in die Impulsbilanz der viskose Spannungstensor 7 und die Volumenkrifte K ein. Die Navier-
Stokes-Gleichungen werden allgemein wie folgt notiert (vgl. [22]):

a
ot

a(

<0

W) =0K-Vp+V-7

+u- (34)
Die Volumenkrifte K werden vernachldssigt, da weder hydrostatische Effekte noch magnetische
Volumenkrifte fiir die Stromung des Gases in Flugtriebwerken eine Rolle spielen. Die Oberfldchen-
krafte auf das Volumenelement wurden bereits in einen Anteil aus dem Druck normal zum Oberfla-
chenelement und den dissipativen Anteil im Spannungstensor 7 aufgespalten. Mit Hilfe der kine-
matischen Viskositit p, der Volumenviskositiat A = % w1 und des Einheitstensors £ unter Annahme
einer konstanten Viskositédt lautet die Ableitung des viskosen Spannungstensors:

V(¥ - @) (35)
pN(V - @)
Der Spannungstensor 7 wird hier nur der Vollstindigkeit halber mit angegeben, jedoch fiir die St6-

rungsausbreitung spdter vernachldssigt. Mit der materiellen Ableitung wird die Impulsbilanz daher
wie folgt geschrieben:

o
IS

V-7

Y

Dt o 0
Bei Vernachldssigung aller viskosen Terme wird aus dem elliptischen Gleichungssystem der Navier
Stokes-Gleichungen ein fiir Unterschall hyperbolisches System. Die sogenannte Eulergleichung
findet hdufig in der Gasdynamik Anwendung, hat jedoch schwierige numerische Eigenschaften.
Sie wird aufgrund der Euler-schen Formulierung im raumfesten, nicht materiellen (Lagrange) Vo-
lumen auch Euler-sche Bewegungsgleichung des Fluids genannt.

(36)
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8.1.3 Energiebilanz

Zur Formulierung der letzten Gleichung wird die Gesamtenergie bilanziert. Die Bilanz lautet in
Worten

Anderun .
. derung Zu- und Abfluss Zu- und Abfluss Leistung
innerer und .
. von + durch — |angreifender 37)
kinetischer . N . .
. Energie Wirmeleitung Krifte
Energie

Die allgemeine Form der Bilanzgleichung der Energie eines Fluidelements liefert einen Zusammen-
hang zwischen der spezifischen Gesamtenergie ¢ und dem Wirmeflul§ ¢, sowie den dissipativen
Termen (vgl. [22]).

r - - - -
ai oV - (él) = -V G-V - (pi) + V- (7 - 1) (38)
Die spezifische Enthalpie ist gegeben durch:
h=t—si-a+? (39)
2 0

Die Ausbreitung der bei der Verbrennung entstehenden Schallwellen und Entropieschwankungen
wird durch den zweiten Hauptsatz in reversibler Form beschrieben. Fiir die Verbrennung selbst
kann dieses Modell nicht eingesetzt werden. Die spezifische Entropie, erweist sich damit als be-
sonders geeignete Groe zur Beschreibung der Ausbreitung kleiner Storungen. Sie ist durch die
Gibbs-Gleichung fiir einen reversiblen thermodynamischen Prozess gegeben:

ngzdﬁ—dfp (40)

0

GLl. (40) bedeutet scheinbar eine Einschrankung auf einen reversiblen Prozess fiir das gesamte Stro-
mungsfeld. Diese Einschridnkung ldsst sich aufheben, wenn man die Entropieproduktion auf die
Grundstromung beschriankt. Daraus folgt fiir das totale Differential der spezifischen Gesamtener-

gie:
dée=Tds—a-da—pdo! (41)

Die Gleichung (41) wird benutzt um in Gl. (38) die Gesamtenergie zu eliminieren. Nach dem Ein-
setzen der Gln. (30) und (34) folgt (vgl. [22]):

03§ ~ ~
77 p—
ol (875 u- C) -Vv.

\<l*
IS

(42)

+17:

\»Qz

Die Differentialgleichung fiir die spezifische Entropie wird mit der materiellen Ableitung wie folgt
notiert:

Hl
<1
|2

Ds s
oT i -V-q+ (43)
Dariiber hinaus wird das Fluid als zweiatomiges ideales Gas angendhert, so dass die Entropie mit
Hilfe von Gl. (40) und den thermodynamischen Beziehungen aus Miiller [19] durch Druck und
Dichte ersetzt werden kann. Im Folgenden bezeichnen C, und C, die spezifischen Warmekapa-
zitdten bei konstantem Druck bzw. bei konstantem Volumen. Die Umschreibung bendtigt die spe-
zifische Gaskonstante R und den Adiabatenexponenten (ratio of the specific heats) v, gebildet als
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Verhiltnis der spezifischen Warmekapazitidten. Fiir ein ideales Gas sind C, und C, konstant. Fiir
zweiatomige ideale Gase mit fiinf Freiheitsgraden (f = 5) ergeben sich diese Konstanten zu:

f 5

Cy=4R="2 (44)
(141 ) _7
c,,_(1+2 R=IR (45)
Cp 2 7
=P 142 =_ 46
vy C. + 775 (46)
Mit dem totalen Differential der Enthalpie und der idealen Gasgleichung
dh = C,dT 47)
P_rr (48)
o
.. J
firLuft R =C, - C, = 286.73@7 (49)
lasst sich die Gibbs-Gleichung (40) nun umschreiben zu:
ds—c, % _ 92 (50)
p 1

Bis hierhin entsprechen die Ableitungen dem Vorgehen in Rienstra and Hirschberg [22]. Die Glei-
chung (43) wird nun weiter umgeformt, um eine Differentialgleichung fiir die Zeitableitung des
Drucks zu erhalten. Einsetzen der Massenbilanz (32) liefert die gesuchte Beziehung:

C, (Dp  p /Dp S e
QT(f—v]f(ff)>=—V~q+T:Vu 1)
P \Dt 0Dt =
N——
=—oVa
Unter Berticksichtigung aller Vereinfachungen ergibt sich:
C, (Dp = = _ S e
QT(fﬂpv-u):—v-qwzw (52)
p \Dt -

Die Gleichung (52) ist der Massenbilanz (32) sehr dhnlich. Bei Vernachldssigung der Reibung und
Wirmeleitung ergibt sich eine Gleichung fiir den Druck, die sich nur im Adiabatenexponenten vor
der Geschwindigkeitsdivergenz von einer Kontinuitdtsgleichung unterscheidet, in der ¢ durch p
ersetzt wurde.

8.2 Dimensionslose Grof8en

Die Einheitsgrof3en werden als globale d. h. zeitliche und rdumliche Konstanten eingefiihrt, so dass
ihre Ableitungen nach den unabhéngigen Variablen verschwinden. Die dimensionsbehafteten Gro-
Ben sowie die entsprechende Einheitsgrof3e sind in Tabelle 5 zusammengestellt.

Die Kontinuitdtsgleichung (32), die Impulsgleichungen (36) und Gl. (52) werden auf die dimen-
sionslosen Grollen ohne Tilde umgeschrieben. Der Nabla-Operator wird mit der rdumlichen Ein-
heitsgrofe R entdimensionalisiert. Die Kontinuitidtsgleichung ergibt sich zu:

E.,

S Ay

Dt
Goo D 06 0 1

_ O 1 . 53
R Dt +RQOOQ2 (aooﬂ> (53)
(oo 0o (D 0 B
i (Dt—I—QV u)-O



Tabelle 5: Dimensionslose Grofen und deren physikalische Einheiten

Groe | Physikalische SI- Beschreibung Maf}
EinheitsgrofBe | Einheit

z, T R m Rohrradius an Liangenmald
der Schallquelle
G U (oo o Schallgeschwindigkeit in | Geschwindigkeitsmal3
der AuBenstrémung
0 Ooo % Dichte des Fluids DichtemaR
in der Aullenstréomung
t £ s ZeitmaR
f,o fpo s Frequenzmald
D 0o G2, Pa Druckmafd
il oo R ’%2 Mal fir
die Viskositat

Die Impulsgleichung (36) wird umgeformt, indem die gesamte Gleichung mit % dimensionslos
gemacht wird. Diese Groe hat die Einheit einer Beschleunigung.

54
ag°<Du+1v> ag°<1v > o
= — | — — = — | — - T

R\Dt o) T R\ T

Aus der dimensionslosen Druckgleichung wird die Druckgleichung fiir dimensionsbehaftete Gros-

sen (52) wieder gewonnen, indem sie mit % multipliziert wird. Zuvor wird die Temperatur mit
Hilfe der idealen Gasgleichung (48) durch Druck und Dichte ersetzt. Diese GréRe hat die Einheit
™ und entspricht damit einer Leistung.

5 0sad, (Dp 000 a3 :
5 R <+7pv-u)— i <—V +T-VU) (55)

Die Einheitsgrofen wurden konstant fiir das gesamte Stromungsfeld definiert. Damit die Entdi-
mensionalisierung sinnvolle Ergebnisse liefert, miissen die Einheitsgroffen von Null verschieden
sein. Mit diesen Annahmen ist es moéglich aus dem Differentialgleichungssystem fiir die dimensi-
onsbehafteten Grofen ein entsprechendes dimensionsloses System abzuleiten.

Do
= 56
, te¥-u=0 (56)
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Du 1 1

Dt T gLt =7
D
D—]Zﬁhvpz-u:—y'jrz:ZQ (58)

Die Aussagen fiir die dimensionslosen Stromungsgrof3en in den Gleichungen (56) — (58) entspre-
chen exakt den in den Gleichungen (32), (36) und (52) dargestellten Zusammenhéngen. Die Nor-
mierung wird riickgédngig gemacht und damit physikalische Gr68en gewonnen, indem die dimen-
sionslosen Groflen mit der entsprechenden Einheitsgrof$e multipliziert werden. Die dimensionslo-
sen Differentialgleichungen haben den Vorteil, dass eine Reihe von dhnlichen Problemen, die sich
nur durch ihre Normierung voneinander unterscheiden, geschaffen wird. Diese Ahnlichkeit macht
zusitzliche Berechnungen tiberfliissig, wenn sich nur die Skalierung dndert.

8.3 Linearisierung fiir kleine Storungen

Die fiinf verbliebenen Grof3en zur Beschreibung des Stromungszustands werden zundchst in einen
Gleich- und einen Schwankungsanteil aufgespalten.

zBo=0+/ (59)

Die mittlere ZustandsgroRe ist mit einem Uberstrich gekennzeichnet. Eine kleine Abweichung von
der mittleren Grol3e wird durch die gestrichene Notation markiert. Die Storgroe wird als klein an-
genommen, so dass die Terme hoherer Ordnung in den Stérgréen vernachlédssigbar gegeniiber
den Produkten aus mittleren Groflen und Storgréfen sind. Der Spannungstensor enthélt als Vorfak-
tor die inverse Reynoldszahl gebildet mit der Schallgeschwindigkeit und dem Rohrradius. Bei nied-
rigen Frequenzen ist der dissipative Anteil der StorgroBen daher von quadratischer Ordnung, und
die Terme der Storgro8en in r werden vernachléssigt. Zusammenfassend ldsst sich formulieren: Die
StromungsgroBen flieBen als bekannte, zeitlich konstante jedoch ortlich verdnderliche Felder der
Grolen p, u und p in die Storungsgleichungen ein. Angelehnt an ihr zeitliches Verhalten, werden ab
hier die StromungsgroBen als Gleichanteile und Storungsgréllen als Schwankungsanteile bezeich-
net. Das Rechnen mit Abweichungen von einem bestimmten Zustand wird in der Mathematik als
Storungsrechnung bezeichnet. Die Zerlegung hat die Form

Die Schreibweise mit der materiellen Ableitung wird problematisch, da » sowohl einen Gleich-
anteil als auch einen Schwankunganteil beinhaltet. Die materielle Ableitung wird daher nur als
materielle Ableitung mit dem Gleichanteil der Geschwindigkeit definiert.

D()_90)

Dt~ o1 TEYO o

8.3.1 Linearisierung der Kontinuitidtsgleichung

Die Kontinuitdtsgleichung (56) wird damit wie folgt aufgespalten, wobei der fehlende Term der ma-
teriellen Ableitung beriicksichtigt wird:

Do+ ¢ B _
TR V(@+d)+(@+d)V-(U+u)
Do _ Do B
:D—§+§Z.Q+Di U Vi+aV-u +0V - U+ Vo +0V-u = 61)

=0 (Kontinuitit) ~0 (2. Ordnung)



8.3.2 Linearisierung der Impulsgleichungen

Die Impulsgleichungen (57) werden mit 7" ~ 0 und 7 = 7 vereinfacht.

DU+d) o m 1 1
o U YUV pp) =

V-t (62)

3

Das Ergebnis ist eine reibungsfreie Formulierung der Impulsgleichungen, die auch als linearisierte
Eulergleichung bezeichnet wird (z. B. [7, 12, 28]).

DU Dv ,DU , _ -
= — . n — = . U /
ey +Vp-—V-1+p0 D T p Tw VU+Vp

=0 (Impuls)
, Du/ , D 63)
I / >
+0' D1 + ¢ 5 T Vu+Vp =0
~0 (2. Ordnung)

Daraus folgt unter Berticksichtigung der Stationaritdt der Grundstrémung (%—7 = 0) die Impulsglei-
chung fiir die Storgrofen:

D
Dt

\QI
—_

+u - VU+=-Vp =0 (64)

U-v

fb\\rQ\
rQ

Die Linearisierung der aus der Energiegleichung entstandenen Beziehung kann auf zweierlei Art
geschehen. Einerseits kann die Bilanzgleichung fiir die Entropie (43) linearisiert werden, wobei die
linearisierte Entropie durch eine Reihenentwicklung von Druck und Dichte ersetzt wird. Anderer-
seits kann die Differentialgleichung fiir den Druck (58) fiir kleine Stérungen linearisiert werden. Da
der Fehler bei der Linearisierung von zweiter Ordnung in den Storgréen ist, muss der Unterschied
der auf verschiedenen Linearisierungen ebenfalls von zweiter Ordnung sein.

8.3.3 Linearisierung der Druckschwankung

Die Linearisierung von Gl. (58) erfolgt direkt durch Einsetzen und Vernachlédssigen der rechten Sei-
te bei der Stérungsausbreitung. Die dissipativen Anteile werden bei der Linearisierung der Impul-
serhaltung diskutiert. Aus dem dissipativen Term in der Energiegleichung ergibt sich zusétzlich
noch ein Produkt aus der doppelten Uberschiebung vom Spannungstensor mit dem Gradienten
der Geschwindigkeitsschwankung. Dieses Produkt wird als klein angenommen, da die sowohl dis-
sipativen Anteile der mittleren Energiegleichung als auch die Schwankungsgeschwindigkeit klein
sind. Die relativlangsam wirkende Warmeleitung ist vernachldssigbar, sofern die Vorgédnge ausrei-
chend schnell ablaufen. Bei Schallwellen, die sich im mit der Strémung bewegten Bezugssystem
mit Schallgeschwindigkeit ausbreiten, ist diese Bedingung erfiillt. Ein anderes Bild ergibt sich bei
Entropiewellen und Wirbeln, die mit Stromungsgeschwindigkeit konvektiert werden. Daher wird
mit dieser Annahme die Stromungsgeschwindigkeit fiir die Ausbreitung von Entropiewellen und
Wirbeln nach unten beschrénkt.

Dp - Dy / 5 — /
E-F’YPV Uty tu - VP+ypV-u+

Grundstromung

PY-U=-V-q+1:VU (65)

Grundstromung
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Nach Abspaltung der Grundstrémung ergibt sich also:

Dy _ _
D’; VP ypY i+ Y T =0 (66)

Die Gleichung (66) entspricht nahezu einer Massenbilanz in der o vollstandig durch p ersetzt und
die Ableitungen der Geschwindigkeit mit dem Adiabatenexponenten multipliziert wurden.

8.3.4 Linearisierung der Entropieschwankung

Die zweite Moglichkeit, wie sie in Rienstra and Hirschberg [22] herangezogen wurde, ist eine Linea-
risierung der Entropie selbst. Die Differentialgleichung fiir die Entropie wird zunéchst linearisiert.
Dann wird ein Ansatz fiir die Schwankung der Entropie und die mittlere Entropie gemacht. Da eine
Entdimensionalisierung nicht notwendig ist und auf eine zusitzliche Einheitsgrof3e definiert wer-
den miisste, wird die Ableitung fiir die physikalischen GréB8en ausgefiihrt und erst am Ende eine
dimensionslose Form gewdihlt.

Die Entropiegleichung (43) wird unter der Annahme, dass die viskosen Terme und die Warmelei-
tung vernachldssigbare Schwankungen zeigen, in der gleichen Weise aufgespalten. Die Warmefliis-
se (¢ ~ ¢) und viskosen Spannungen (7 ~ 7) der Grundstrémung werden den momentanen Werten
gleichgesetzt, wie es im vorhergehenden Abschnitt bei der Linearisierung der Druckgleichung ge-
schehen ist. Ausgangspunkt ist Gl. (43), die in physikalischen GréR8en notiert wird:

D g’ ~ = = ~ = ~ ~ ~ ~ ~
o7 (Z4a 5+ D98 4+ 2¥5 )--¥g+i:¥a 67)
Dt —— ——— =
Grundstromung  Hohere Ordnung Grundstromung
Das fiihrt auf die folgende Gleichung fiir die Erhaltung der Entropie:
Ds  , _ =
i = (68)
5y TL VS=0

Eine Anderung der Entropie der Grundstrémung fiihrt zu einer Stérung der Entropie proportio-
nal zur Schwankung der Geschwindigkeit. Gl. (50), welche Druck und Dichte im idealen Gas mit
der Entropie verkniipft, wird in eine Taylor-Reihe entwickelt, wobei die Glieder hherer Ordnung
vernachldssigt werden.

_ .7 ¢
§%Cvln;5—0pln§—|—0v§—0p5 (69)
S=C,Inp—Cylnj (70)
B 7 o
I = Cv? - Cp? (71)

p

Das Ergebnis wird in Gl. (68) eingesetzt und die Kontinuitidtsgleichung (32) in dimensionsbehafteter
Form abgezogen.

p Di o Di 72)
Coz = Cpoz o Coe = Cp- -
—=pU-NP+ 20U -Vo+ =u -VP—-2Luw -Vog=0
2 0 P 0
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Diese Gleichung wird mit dem Adiabatenexponenten v weiter umgeformt.

K

Dy P /Dy - ) P._ -
A VRl V40V - ~ov -
57 73 (Dt o+ oV -u +7§g4,u
Kontinuitit (73)
1 = = ﬁ ~ = - ~ ~
—=pU-VP+y=0dU-Vo+u -VP=
P 0

In die dimensionslose Form umgeschrieben ergibt sich eine Gleichung fiir die Druckstérung:

/

/
P +»y15v-w+(w—§;z7)-vp

Dt
5y ] (74)
+7Q(QUV@ v-U)_o

Diese Gleichung entspricht genau wie Gl. (66) einer modifizierten linearisierten Massenbilanz,
in der die Dichte durch den Druck ersetzt ist. Die Gln. (66) und (74) unterscheiden sich in einem
Term der Ableitung der Grundstromung. Der Unterschied ist plausibel, da bei der Linearisierung
der Entropie andere Annahmen gemacht wurden, als bei der Linearisierung des Drucks. Gl. (74)
entspricht der Formulierung in [22]. Bei konstanter Grundstromung liefern beide Gleichungen das
gleiche Ergebnis. Die Linearisierung der Entropie liefert einen Term mit dem Druckgradienten der
Grundstréomung, wahrend die Linearisierung des Drucks einen Term mit der Geschwindigkeitsdi-
vergenz liefert. Das Ergebnis der beiden Linearisierungen ist bei Vorliegen einer isentropen Grund-
stromung, wie mit Hilfe der Massenbilanz (32) gezeigt wird, gleich.

VP =

\QI

Q Vo=9p'V-U (75)

FQ\\"Ul

w\’ﬁ\
“U\“S

Im Fall einer nicht isentropen Grundstromung sind jedoch Unterschiede von héherer Ordnung zu
erwarten. Zum zukiinftigen Vergleich beider Theorien wurden beide Varianten der Linearisierung
implementiert.

8.3.5 Zusammenfassung der linearisierten Grundgleichungen

Bisher wurden die linearisierten Euler-Gleichungen in dimensionsloser Form abgleitet und eine
Spezialisierung der Ableitungen fiir Zylinderkoordinaten vorgenommen. Die Grundstrémung un-
terliegt, wie gezeigt wurde, nahezu keinen Einschriankungen. Die einzige wichtige Einschrankung
ist bisher, dass die Grundstrémung zeitlich konstant, also stationdr sein muss. Zur spdteren Um-
setzung wird angenommen, dass die Grundstromung gegeben ist. Die mittlere Stromung kann bei-
spielsweise durch eine stationdre Stromungssimulation der Euler-Gleichungen, oder eine RANS-
Simulation gewonnen werden. Die linearisierten Storungen des mittleren Stromungszustands sind
bereits unter der Annahme, dass sowohl die Warmeleitung, als auch die dissipativen Anteile ver-
nachldssigbare Beitrdge liefern, vereinfacht. Das entstehende Gleichungssystem fiir die Ausbrei-
tung kleiner Stérungen im konvektiven Medium ist zusammengefasst:

Kontinuitidtsgleichung

oV

]
||
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Impulsgleichungen

D I _ _ 1
= LG .YO+u VO +-Vp =0 (77)
Dt 0 0

Druckgleichungen
Dy = / ;P A =
-2 +7Pv-u+(u—PU)-vp—o (78)
bzw.
Dp/ > / / > / = (79)
T, +9yPNV-u+u -VP+ypV-U=0

Die Druckgleichungen unterscheiden sich aufgrund der unterschiedlichen Linearisierung im letz-
ten Term. Im Fall einer homentropen Grundstrémung lassen sich die beiden Terme ineinander
iberfiihren, so dass sich kein Unterschied ergibt. In einer nicht isentropen Grundstrémung liefern
beide Arten der Linearisierung unterschiedliche Ergebnisse.

In der Literatur werden meist die linearisierten Eulergleichungen in isentroper Form verwendet. In
den wenigen Veroffentlichungen (z. B. [7, 28]), die sich mit nicht isentropen Strémungen beschifti-
gen, sind meistens Vereinfachungen getroffen worden, so dass der entscheidende Term nicht mehr
auftaucht. Es muss daher auch untersucht werden, wie grof$ die Unterschiede zwischen den beiden
Formulierungen sind.
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9 Losungen der linearisierten Euler-Gleichungen
10 Konzepte fiir die Schallquelle (APE)

11 Axialsymmetrische Probleme

11.1 Zusammenstellung der Ableitungen fiir krummlinige Koordinaten: Zylinderko-
ordinaten

In Abbildung 6 ist die Richtung der neuen Koordinaten veranschaulicht. Die z-Richtung bleibt
unverdndert, r ist die radiale und ¢ die azimutale Koordinate. In diesem Abschnitt werden die

Abbildung 6: Anordnung der Zylinderkoordinaten

Gleichungen fiir ein um die z-Achse mitrotierendes Koordinatensystem spezifiziert. Die Lage eines
Punktes im Raum sei durch das Koordinaten-Tripel (z, r, ¢) in Zylinderkoordinaten eindeutig be-
stimmt. Das mitbewegte Koordinatensystem fiihrt dazu, dass die Ableitungen der Einheitsvektoren
nicht verschwinden. Es gilt:

Je,

3§¢,
W = —€, (81)

Fiir r — 0 wird dieses Koordinatensystem singulédr, was bei der spateren Umsetzung noch beachtet
werden muss. Die Divergenz eines Skalares in Zylinderkoordinaten entspricht der in kartesischen
Koordinaten: 85 95 105
=~ p p p
v . = — —_ —
R TR TR Y
Die Divergenz eines Vektors in Zylinderkoordinaten ist unter Beachtung der Koordinatenableitun-
gen wie folgt gegeben (vgl. [24]):

(82)

du 10rv 10w

9z 7 o7 +?a¢ 83)

V- i=

Der Gradient eines Skalares in Zylinderkoordinaten entspricht dem in kartesischen Koordinaten:

Up = Do, +1 02 @4)




Der Gradient eines Vektors in Zylinderkoordinaten ergibt unter Beachtung der Koordinatenableitungen
den folgenden Tensor zweiter Stufe (vgl. [24]):

ek} ek ow
- z z z
va-| 9t 9 o5 (85)
or . ar ar
190a 10v __w 10w + 3
F0¢ FT0¢p 7 Top 7

~ o ~ - ~ ~ \T
Vxi= (%2155 HoL-5% 5E-5%) (86)
Kreuzprodukt mit der Geschwindigkeit
ux (Vxu) =
{~[@_@]_~[1@_@} ~[16fw_1@]_~[@_@]
Yoz ar Y Fae 9z YlFTar Fae “laz 8
~[1@_@]_~[167Z“~)_1@}}_
oo 0zl "Yar T ioag) 87)
{~[@_@]_~[1@_@} ~[aw+l(~_@ﬂ_ [@_@]
Yoz o Y Fae a9z Ylar TF\WT 5y 9z o7
_1o0u 0w _Oow 1,_ 00
oy~ a3 o7 + 50 5,)l)
Eingesetzt:
- —p 10 —-7p 1 10 —
AT e L R s B VYRS 20
T T T r T © 88)
(0 —-p 0—-p 10 -—p
—{ 97 97 "7 09 }—i—/\Ag—FnV E

@-m:—@x@x@gg (89)
Der Laplace Operator des Vektors @ ist in Zylinderkoordinaten folgendermafien definiert:
.- - S NT
V- Vi= (A, Av-H[+252], Ad- Lo -252]) (90)

Die speziellen Ableitungen in Zylinderkoordinaten werden erst spdter benotigt, wenn das Modell
von der symbolischen Schreibweise in die im Programm verwendete Index-Schreibweise umge-
wandelt wird. Die symbolische Schreibweise wird fiir die Ableitungen wegen der Kiirze bevorzugt.

11.2 Reduzierung des Rechenaufwands infolge der Axialsymmetrie

Der in diesem Abschnitt vorgestellte Ansatz hat das Ziel, den Rechenaufwand bei der Berechnung
dreidimensionaler, axialsymmetrischer Geometrien zu vermindern. Dafiir wird die Periodizitit der
Storungen in Umfangsrichtung ausgenutzt. Das Ergebnis ist eine Reduktion des Problems auf zwei
Dimensionen fiir jede untersuchte Umfangsmode. Die Eigenschaft der Axialsymmetrie wird neben
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der Geometrie selbst, auch von den RuhegréRen gefordert. Wie sich spéter zeigt, ist diese Forderung
keine starke Einschriankung. Im Folgenden wird der modale Ansatz vorgestellt.

Wie schon erwidhnt, wird die Grundstromung als axialsymmetrisch angenommen. Das bedeutet,
dass alle Stromungskomponenten von Null verschieden sein kénnen, sich jedoch mit dem Winkel
¢ nicht dndern. Alle Ableitungen der Ruhegrof8en sind in Umfangsrichtung Null. Eine axialsymme-
trische Rechnung ermoglicht auch die Beriicksichtigung verdrallter Stromungen. Es stellt sich die
Frage, wie die Storungskomponenten in Umfangsrichtung ohne die Vernetzung des Rechengebiets
in diese Richtung berechnet werden kénnen. Diese Frage kann durch geometrische Uberlegun-
gen beantwortet werden. Rollt man die konzentrischen Ringe fiir ein konstantes = und r, in Abb. 7
(oben) zweidimensional dargestellt, auf einer Linie ab, so ergibt sich zwangsweise eine periodische
Funktion mit der Periodenldnge 27, dem Kreisumfang also. Diese periodische Funktion kann mit-
tels Fourier-Reihenzerlegung in ihre harmonischen Anteile zerlegt werden. Dieser Vorgang ist ver-
einfacht in Abb. 7 veranschaulicht. Die harmonischen Anteile auf dem Umfang werden Umfangs-
moden genannt. In dem Beispiel aus Abb. 7 besteht das urspriingliche Signal aus zwei Kosinus-

N~ = = N AN AN n=7

Abbildung 7: Veranschaulichung der modalen Zerlegung in Umfangsrichtung
Anteilen und einem Sinus-Anteil unterschiedlicher Frequenzen und Vorzeichen. In den meisten

praktischen Fillen ist es ausreichend, einige wenige der spektralen Anteile zu bertiicksichtigen, um
das Orginalsignal anzunédhern. Die beschriebene Zerlegung ldsst sich mathematisch formulieren
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als

O(x,r, ¢, t) = Z O, e~ M 91)
m=0

wobei ¢ die zerlegte physikalische Grolle und m die Mode darstellt. Das Ergebnis von (91) ist kom-
plex und ldsst sich als Amplitude |©,,| und Phase arg(©,, ) interpretieren. Durch Anderung der Pha-
se wird der Verlauf einer physikalischen Gro3e in Umfangsrichtung , gedreht “. Ebene Wellen sind
in axialsymmetrischen Geometrien in ¢-Richtung konstant und bestehen aus der nullten Umfangs-
mode, es gilt m = 0.

Das Minus bedeutet, dass fiir positive m die Moden in positiver p-Richtung laufen, wenn die Zeit
der et?«! Konvention folgt . 0™ = 0, ,, + i O3m.m ist die komplexe Amplitude der jeweiligen GréRe,
die sowohl die Amplitude, als auch die Phaseninformation beinhaltet. Die eigentliche Losung der
Gleichungen ist der Realteil von 6,, e=™¢. Die Grundstromung wird als konstant in der Winkelko-
ordinate ¢ angenommen, so dass die Ableitungen nach dem Winkel verschwinden.

M
O(r,p,2,t) = Z [Oem (7, 2, t) cos(mep) + Ogm m (1, 2, t) sin(mep)] (92)

m=0

Die Grof3en p, v und p werden komplex berechnet. Besonderheit: Die nichtlineare Theorie koppelt
formal im Gegensatz zur linearen Ndherung den realen und imagindren Anteil. Formal ist das kor-
rekt, aber im Modell fehlen bei h6heren Moden die Harmonischen in Umfangsrichtung, die von der
Nichtlinearitédt erzeugt werden. Der Ansatz ist daher nur fiir die nullte Mode exakt stellt fiir hohere
Moden eine lineare Ndherung dar. Die nichtlineare Behandlung ist bei der Untersuchung nur ei-
ner Frequenz nicht moglich. Eine Vervollstdndigung des Modells konnte z. B. auf der Methode der
sukzessiven Approximationen [9], [5] basieren. Durch das fehlen des Superpositionsprinzips bei
nichtlinearer Rechnung konnen Ergebnisse fiir die einzelnen Moden nicht einfach wie im linearen
Fall addiert werden.

Die Vorschrift fiir die Riickgewinnung physikalischer Werte fiir die reale, dreidimensionale Geo-
metrie aus dem Komplexen lautet im linearen Fall:

M
q(r o, z,t) = Z (gme’m(r, z,t) cos(myp) + Linm sin(mgp)) (93)

m=0

Die GréBen Ute.m und Limm werden vom Rechencode direkt berechnet.

Fiir den tonalen Anteil des Schalls ist dadurch eine starke Verringerung des numerischen Auf-
wands erreicht worden. Der Nabla-Operator fiir die Schwankungsgrof3en wird also durch eine zwei-
dimensionale rdumliche Ableitung und einen der Ableitung in ¢ entsprechenden Zusatzterm er-
setzt. Bei den mittleren Stromungsgrof3en verschwindet der Zusatzterm. Bei den Schwankungsgro-
Ben wird die ¢-Ableitung durch —i m ersetzt. Der Nabla-Operator fiir die Schwankungsgro8en wird
wie folgt identifiziert:
tm

~ ) = ) - ) (94)

r

Spétestens hier wird der Ubergang auf die Index-Schreibweise sinnvoll. Die Ableitungen der Ein-
heitsvektoren des mitrotierenden Koordinatensystems (zx, r, ¢) im Inertialsystem miissen wie im
Abschnitt 11.1 dargelegt, beachtet werden, obwohl keine explizite Ableitung nach ¢ mehr in der
neuen Definition vorhanden ist. Das Einsetzen der Definitionsgleichungen fiir die symbolische
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Schreibweise liefert die vollstindigen Gleichungen, wie sie in der Computational-Aeroacoustic (CAA)-
Methode, die im nédchsten Kapitel 22 vorgestellt wird, verwendet werden. Die vollstindig ausge-
schriebenen Gleichungen sind dem Abschnitt 22 zu entnehmen. Durch Ordnen der Ableitungen
nach den unabhingigen Variablen folgt die im Programm umgesetzte Matrix-Vektor-Form der Grund-
gleichungen im Abschnitt 11.4.1. Durch die Abspaltung der Wirbelstédrke aus den linearisierten Eul-
ergleichungen wird ein Ausschluss von instabilen physikalischen Losungen erreicht [6]. Bei der Ver-
wendung der Acoustic-Perturbation-Equations (APE)-Gleichungen wird nur die Rotation der Sto-
rungen Null gesetzt, wihrend die Grundstromung nicht verschwindet. Die rotationsfreien Grund-
gleichungen werden entsprechend Ewert and Schroder [6] notiert:

) +u x (W x U) (95)

U-V)u'+(u-V)U=V(

S

Die abgespaltenen Terme werden in [6] als Quellterme betrachtet und aus einer numerischen Si-
mulation der vollen Navier-Stokes-Gleichungen im Quellgebiet gewonnen.

Die mit der zweiten Vektorform unter Vernachldssigung der Rotation der Stérungsgeschwindigkeit
gewonnene Formulierung der Grundgleichungen ist dem Abschnitt 11.4.2 zu entnehmen. Die ab-
gespaltene Wirbelstidrke-Storung wird, im Gegensatz zu der Quellformulierung [6], hier Null ge-
setzt. Die rotationsfreie Formulierung der Grundgleichungen spaltet auf diese Art die Ausbreitung
von instabilen Scherschichten vollstandig ab.

Durch die verschiedenen Formulierungen ergibt sich eine Reihe von moglichen Gleichungen zur
Modellierung von verschiedenen Problemen. Weiterhin besteht die Méglichkeit die Entropie der
Grundstrémung als homogen anzunehmen. Die Stérungsausbreitung wird damit isentrop in ei-
ner homentropen Grundstromung modelliert. Homentropie der Grundstrémung bedeutet, das ge-
samte Stromungsfeld ist isentrop. Die Annahme schlieft die Modellierung von Entropiewellen aus,
wurde aber zu Vergleichszwecken und fiir die Riickwértskompatibilitdt im Programm belassen.
Im Abschnitt 11.4.3 sind die vereinfachten, fiir Real- und Imaginairteil vollstindig entkoppelbaren,
Gleichungen im Falle fehlenden Dralles und konstanter Entropie wiedergegeben.

11.3 Randbedingung an der Achse

Die Achse stellt eine Berandung des Rechengebiets dar, an der physikalische Randbedingungen
angegeben werden konnen. Dabei handelt es sich um Symmetrie- bzw. Antimetriebedingungen
die ausschlieBllich von der Nummer der Azimutalmode m abhédngen. Zur Einbringung der axia-
len Randbedingung werden drei Gitterlinien unterhalb der Achse hinzugefiigt. Dadurch kann zur
Berechnung der Ableitungen auf und oberhalb der Achse ein symmetrischer Differenzenstern ver-
wendet werden, der der Symmetrie oder Antimetrie an der Achse insbesondere gerecht wird. Fiir
die Implementierung der axialen Randbedingung wird davon ausgegangen, dass die Randpunk-
te aullerhalb des inneren Rechengebiets an der Achse gespiegelte Bildpunkte der drei Gitterlinien
oberhalb der Achse sind.

Die Randbedingung an der Symmetrieachse ergibt sich aus dem Ansatz (2?), wenn die Winkelko-
ordinate ¢ = 7 gesetzt wird. Dabei ist zu beachten, dass die Geschwindigkeitskomponenten un-
terhalb der Achse dadurch in einem um 180° um die z-Achse gedrehten Koordinatensystem notiert
werden. Die j-Koordinate des Rechengitters bezieht sich auf die iiber der Achse verwendete Ori-
entierung. Dadurch ergibt sich ein Orientierungswechsel zwischen der natiirlichen Basis (1, §) des
Rechengitters und der Basis der Zylinderkoordinaten (e,, ¢,, e,). Die Verhiltnisse sind in Abbil-
dung 8 dargestellt, wobei die ¢ ,-Richtung jeweils ein Rechtssystem mit den beiden anderen Vek-
toren bildet. Das ist die Ursache dafiir, dass r» unterhalb der Achse negativ eingegeben wird. Die
radiale und azimutale Geschwindigkeit sind durch den Orientierungswechsel ebenfalls mit einem
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Abbildung 8: Schematische Darstellung des Orientierungswechsels an der Achse

Vorzeichenwechsel behaftet. Insgesamt ergeben sich folgende Gleichungen fiir die axiale Randbe-
dingung, wenn j = 4 auf der Achse gilt:

;. /

Q] (_1)m QS—]

u (=)™ ug_;

v; —(=™ vé_j mitj=1,...,3 (96)
wi = —(=1)"wg_;

P;‘ = (_1)mpéfj

Die Achse (r = 0) stellt eine Singularitdt der verwendeten Zylinderkoordinaten dar. Die radiale Ko-
ordinate r verschwindet und damit wird die Ableitung in azimutaler Richtung % %’D singuldr. Diese
singulére Linie erfordert somit eine Sonderbehandlung. Die kann wahlweise in Form einer Inter-
polation oder mit Hilfe der Definition des Differenzenquotienten (L'Hospital) umgesetzt werden.
Da die radiale Koordinate bei kleiner Gitterweite auch schon vor Erreichen von » = 0 zu starken
Fehlern und damit Instabilitdten fithren kann, ist im Programm eine Variable ¢ vorgesehen, die die
Sonderbehandlung fiir kleine Radien einschaltet.

Die Singularitdtsbehandlung, wie sie bisher im CAA-Programm angewendet wurde, bezieht sich
ausschlie@lich auf die Ableitung in ¢. Unter der Annahme, dass die Werte an der Achse verschwin-
den, werden die aus der azimutalen Ableitung hervorgehenden, mit % multiplizierten Terme ersetzt
[16]. Dazu wird die Definition des Differenzenquotienten benutzt:

d—p, := lim pi’(r) —r'(0) = lim M
dr r—0 r r—0 T

Dieses Vorgehen liefert falsche Ergebnisse, wenn der Wert auf der Achse nicht exakt Null ist, daher
ist vor jedem Zeitschritt eine Interpolation notwendig. Die Ndherung versagt vollstdndig, wenn ein
Punkt aulerhalb der Achse damit berechnet wird, da hier weder » noch der Wert der Stérgrée ver-
schwindet. Auerdem gehen fiir die m = 0 Mode und die m = 1 Mode einige Terme nur gemeinsam
gegen Null, so dass zwischenzeitlich unendliche Werte vorliegen kénnen [16].

Im vorliegenden Programm wurde daher eine Interpolationsroutine eingefiihrt, die unter Bertick-
sichtigung der physikalischen Eigenschaften der jeweiligen Mode einen Wert auf der Achse und
gegebenenfalls auch nahe der Achse bestimmen kann. Es wird dazu angenommen, dass Druck,
Dichte und die axiale Geschwindigkeit sich an der Achse wie die Bessel-Funktionen m-ter Ord-
nung verhalten. Die radiale und azimutale Geschwindigkeit verhalten sich wie Bessel-Funktionen
(m — 1)-ter Ordnung. Mit der Ndherung J,,(r) ~ ™ aus Rienstra and Hirschberg [22] fiir das Ver-
halten von Bessel-Funktionen bei » — 0 kann der Wert auf der Achse berechnet werden.

P (Z?) rm (98)
To

97)

p'(r) =
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Die Gleichung (98) gilt exakt fiir ; = 0. Wenn der zu interpolierende Punkt nicht auf der Achse
liegt, stellt Gl. (98) eine Ndherung dar. Die Ndherung (98) ist im Gegensatz zu Gl. (97) auch in der
Néhe der Achse zuldssig.

11.4 Anhang: Gleichungen zum Abschnitt

Der Anhang beinhaltet die Gleichungen der Schallausbreitung in Zylinderkoordinaten. Die ver-
schiedenen Spezialfille sind einzeln wiedergegeben. Fiir m = 0 gehen die Gleichungen in die der
ebenen Wellenausbreitung ohne Abhéngigkeit von ¢ iiber.

11.4.1 Vektorielle Schreibweise der vollstindigen Modellgleichungen

Die Gleichungen sind in Matrix-Vektor Form ausgeschrieben, so wie sie in das CAA-Programm

eingeflossen sind.
dq dq dq 1
2 p4.22 _pB. 2 _Z
ot - Jdx roor

Der Vektor g fiir das Feld der StérgroBen ist dabei definiert als:

C-q—-D-q 99)

q:= (g’, o, v, W, p’)T (100)

Die Matrizen, welche die Differentialgleichung wiedergeben, ergeben sich wie folgt aus den Glei-
chungen des vorherigen Abschnitts, geschrieben in komplexer Form:
Ableitung der Storgréen nach z:

U 5 0 0 0
0 U 0 0 3
A=(0 0 U 0 0 (101)
0 0 0 U 0
0 vP 0 0 U
Ableitung der Storgroen nach r:
V.o g 00
0 Vv 0 0 0
B:=|[0 0 V 0 ; (102)
00 0 V O
0 0 P 0 V
Ableitung der Storgroflen nach ¢:
V—imW 0 0 —im@ 0
0 —imW 0 0 0
c=| -2 0  —imW  —2W 0 (103)
% 0 w V—imW — i?m
0 0 v P —im~y P 7y Vhurcaa LIN press —im W
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Ableitungen der Grundstromung, linearisiert in der Druckstérung:

aU | av LY
1 *?‘+67f80 gsz g—g ’ ’
170V 770V 9V  aVv
p=|:Wa+tVs) 5 & O 0 (104)
= 1L(f7oW | 77 OWy aW oW
cUSe +V %) Bz B 0 0
ap 9P oU | av
0 o o 0 vles o
Ableitungen der Grundstromung, linearisiert in der Entropiestérung:
au | av ds 9o
1 *de’JrTIaU gT% 8&75] ! !
170V | 70V aVvV av
p:=|WortVa) o o 0 0 (105)
= L(f7OW | i79Wy aW AW
U TV %) Bz B 0 0
opP 9P 1 [70P | yy 0P
0 9z or 0 —plUGz +V5;

11.4.2 Vektorielle Schreibweise der rotationsfreien Modellgleichungen

Die rotationsfreien Formulierungen der Grundgleichungen wird mit Hilfe der zweiten Vektorform
89 abgleitet. Die Grundstromung soll eine nicht verschwindende Rotation haben konnen. Der Vek-
tor ¢ und die Form der Grundgleichungen sind dabei wie im vorhergehenden Abschnitt 11.4.1 defi-
niert. Die Matrizen, welche die Differentialgleichung wiedergeben, ergeben sich aus den Gleichun-
gen des vorherigen Abschnitts, indem die zweite Vektorform in Form von Gl. (95) in die Impuls-
gleichungen (Zeilen 2 bis 4) eingesetzt und die Rotation der Stérungen vernachléssigt wird. Die
Matrizen ergeben sich zu:

Ableitung der StorgroBen nach z:

U g 0 0 0
o U v w
A=10 0 0 0 0 (106)
o 0 0 0 0
0 P 0 0 U
Ableitung der Storgro8en nach r:
V 0 2 0 0
00 0 00
B=|0 U V W ; (107)
0 0 0 0 O
0 0 yP 0 V
Ableitung der Storgroflen nach ¢:
V—imW 0 0 —impo 0
0 0 0 0 0
c—=| -%& 0 0 —2W 0 (108)
% —imU W —imV V—imW —%”
0 0 v P —tm~y Py Vourcaa_LIN_prEss —im W

Die Ableitungen der Grundstromung behalten die im Abschnitt 11.4.1 gegebene Form, da die Ro-
tation der Grundstrémung im Allgemeinen nicht verschwindet.
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11.4.3 Vereinfachung fiir drallfreie isentrope Stromung

Die Differentialgleichungen fiir Real- und Imagindrteil lassen sich entkoppeln, wenn die Grund-
stromung drallfrei angenommen wird. Das Ergebnis ist hier in vollstindig ausgeschriebener Form
wiedergegeben. Im Gegensatz zu 11.4.1 wird hier aulerdem Homentropie gefordert, d.h. Grund-
stromung und Storungsausbreitung verlaufen isentrop, womit die Entropie der Strémung eine glo-
bale Konstante wird. Die drallfreie Variante der Grundgleichungen ist im Programm durch die Wahl

W = 0 zugédnglich. Ableitung der Storgrof3en nach z:

U o2 0 0 0
0o U o0 0 1
pp— _ o
4: 0 0 U 0 O (109)
00 0 U O
Ableitung der Storgré8en nach r:
V 0 0 0 0
0 V.o 00
B:=10 0 v o L (110)
00 0 V 0
Ableitung der Storgrof8en nach ¢:
V 0o —imo O
0 00 0 0
€=lo o0 o 0 (111)
0 0 0 v —’?
Ableitungen der Grundstromung:
U | oV 90 9o
1 —8753’+ 8748(7 gé 37; -
D= ?@%Hfg) Je or 00 (112)
0 0 0 00
Druck-Dichte Beziehung:
P
P =77 Om (113)
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12 Komplexe Wandimpedanzen

Grundsitzliches Problem:
e Messung der Impedanz ohne Strémung
* Nutzung der Impedanz in tiberstromten Oberflachen
* Praktisch andere wirksame Impedanz fiihrt hdufig zu Auslegungsfehlern

e Modelle

12.1 Modelle fiir die Wandimpedanz Frequenzbereich
13 Nicht reflektierende Abstrahl- und Ausflussbedingung

Bei der numerischen Simulation kann immer nur ein Ausschnitt der Natur modelliert werden. Bei
Rohrstromungen sind es beispielsweise die Enden eines unendlich fortgesetzten Rohres, die kor-
rekt modelliert werden miissen, um die korrekte Losung im Rohr zu erhalten. Daher ist es notwen-
dig Randbedingungen anzugeben, die einen Abschluss des Rechengebiets am offenen Ende eines
gedachten unendliche langen Rohrs schaffen. An diesem Abschluss setzt sich das Stromungsfeld,
als auch das Storungsfeld ins Unendliche fort, und es treten keine Reflexionen auf. Dabei wird an-
genommen, dass sich keine Schallquellen aullerhalb dieses Randes befinden. Da die Differential-
gleichungen eine Ausbreitung von Storungen ins Rechengebiet ermdglichen, miissen die Rdnder
reflexionsfrei bzw. moglichst reflektionsarm gemacht werden.

In diesem Abschnitt wird das im CAA-Code bereits implementierte und verwendete Verfahren ei-
ner Pufferzone, in der die Differentialgleichungen um einen Dampfungsterm erweitert werden,
vorgestellt. Weiterhin wird eine verbesserte Technik fiir diese Pufferzone herangezogen. Diese ver-
besserte Randbedingung wird zur Verringerung von Reflexionen in den CAA-Code implementiert
und im folgenden Kapitel validiert und auf ihre Vorteile gepriift.

Die Beiden oben genannten Randbedingungen vereint das Konzept, die Stérungen vor Erreichen
der Berandung des Rechengebiets auf Null zu bringen. Dabei ist die PML-Randbedingung spezi-
ell darauf optimiert méglichst wenige Storungen zu erzeugen, die als unphysikalische Reflexionen
die Losung verschmutzen. Am Ende des Abschnitts wird eine Randbedingung vorgestellt, die die
Physik der Losungen der Eulergleichungen bertiicksichtigt, um eine nicht reflektierende Randbe-
dingung zu entwerfen. Die Annahmen, die bei der Ableitung getroffen wurden, machen die Rand-
bedingung unbrauchbar, wenn sich keine ebenen Wellen ausbreiten. Die Randbedingung hat sich
in friiheren Versuchen als instabil bei Langzeitintegration erwiesen und wurde daher durch die Puf-
ferzone ersetzt.

13.1 Die Newton-Cooling/Friction (NC/F)-Randbedingung

Die Pufferzone vom Typ Newton-Cooling/Friction (NC/F) stellt eine sehr stabile und gleichzeitig
einfach handhabbare Randbedingung dar. Sie kann sowohl an der Schallquelle, als auch als Ein-
bzw. Ausstrom-Randbedingung verwendet werden. Die Differentialgleichung wird entsprechend
Israeli and Orszag [13] um einen Dampfungsterm erweitert und so eine Ndherung fiir eine nicht
reflektierende Randbedingung gewonnen.

Q

57 = ~Eyys (@) = Rala,r) (- q,) (114)
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Der Dampfungskoeffizient R;(z,r) ist rdumlich GauBverteilt mit dem Maximum am Rand des
Rechengebiets. Dadurch ergibt sich eine rdumliche, zum Rand hin stetig zunehmende Verteilung
des Dampfungskoeffizienten. Um nicht das gesamte Rechengebiet zu beddmpfen muss die Gaul3-
Verteilung ab einem bestimmten Wert im inneren Feld abgebrochen werden. Dieser Schwellenwert
wird so gewdhlt, dass das Produkt aus der Ableitung und der Gitterweite gerade dem Wert von R,
entspricht, um moglichst wenige Gitterschwingungen zu erzeugen, die gewohnlich an Unstetig-
keitsstellen entstehen (Gibbs-Phdnomen). Die Anzahl der Gitterpunkte np, fiir die eine gednderte
Differentialgleichung angenommen wird, kann vorgegeben werden. Der Abstand dpc wird mit der
Breite Az ¢, der Pufferzone ins Verhiltnis gesetzt und quadriert, um einen Faktor zur Steuerung
der Breite der GauR-Verteilung zu gewinnen.

Ry(z,r) =

1 d2
exp{anBC} , dpo < Aryc/p (115)

2
AxNC/F
0 , sonst.

mit

dpc = /(& — 20)2 + (r — 15)?

(116)
INC/F = \/(l’e = @0)? + (re = 7o)

Der Vektor ¢, stellt einen vorgegebenen Zustand dar. Dieser Zustand kann zur Eingabe der Schall-
quelle auf zusétzlichen Gitterlinien genutzt werden. Die Schallquelle wird dadurch als weiche Vor-
gabe g, in einer frei wdhlbaren Zone vor dem Rand eingebracht. Auf diese Weise werden Abwei-
chungen vom vorgegebenen Zustand mit sinkendem Abstand zur Schallquelle graduell verringert.
An der Schallquelle herrscht bei geeigneter Einstellung der Ddmpfung der vorgegebene Zustand,
wodurch Gitterschwingungen und Spriinge vermieden werden.

Die einfache Randbedingung ist besonders an der Schallquelle geeignet. Die mit dieser Randbe-
dingung erzielten Ergebnisse zeigten im Allgemeinen in der Vergangenheit gute Ubereinstimmung
mit der analytischen Losung bzw. nur geringe Reflexionen. Da die NC/F-Randbedingung nur die
Néherung einer nicht reflektierenden Randbedingung darstellt, wird sie an dem Rand des Rechen-
gebiets an dem der Schall austritt durch eine verbesserte Randbedingung vom dhnlichen Typ er-
setzt. Diese so genannte Perfectly-Matched-Layer (PML)-Randbedingung stellt theoretisch eine ex-
akt nicht reflektierende Randbedingung dar. Im folgenden Kapitel werden die Ergebnisse der bei-
den Randbedingungen anhand numerischer Resultate miteinander verglichen.

13.2 Die Perfectly-Matched-Layer (PML)-Randbedingung

Die Perfectly-Matched-Layer-Randbedingung (PML) geht urspriinglich auf Berenger [3] zuriick.
Die initial gegebene Randbedingung bezieht sich auf die Maxwellschen Gleichungen und spaltet
diese unphysikalisch auf. Genau wie bei der NC/F-Randbedingung werden zusétzliche dissipati-
ve Terme am Rand des Rechengebiets hinzugefiigt, wobei als Nebendebingung die Dispersions-
relation nicht verdndert werden soll [10]. Entsprechende Formulierungen wurden wenig spéter
auch zur numerischen Berechnung der linearisierten Euler-Gleichungen vorgestellt [10, 11, 28].
Die unphysikalisch aufgespaltene Formulierung der Differentialgleichungen in der PML-Zone wird
auch als “Split-PML” bezeichnet.

Die urspriingliche PML-Randbedingung von Berenger formuliert ein nur schwach korrekt gestell-
tes Problem. Beim Vorliegen einiger kurzwelliger Storungen kommt es daher zu Instabilitidten. Die
generelle Eigenschaft der PML-Randbedingung, Schwankungen unter jedem Einfallswinkel und
bei jeder Frequenz nahezu reflexionsfrei ddmpfen zu konnen, ist fiir technische Anwendungen von
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grofBem Interesse. Daher wurde die Idee weiter verfolgt und die anfinglichen Schwierigkeiten in
der elektrodynamischen Simulation beseitigt [10]. Die Split-PML hat den Nachteil, dass sich die
Anzahl der Gleichungen in der Pufferzone im zweidimensionalen Fall verdoppelt und die Technik
sich nicht ohne weiteres in die bestehenden Gleichungen einfiigt.

Die Anwendung der PML auf stromungsakustische Probleme unterscheidet sich vor allem durch
die konvektiven Anteile in den Storungsgleichungen von den urspriinglichen elektrodynamischen
Problemen. Tam [28] konnte bei der Untersuchung der von Hu [11] vorgestellten Split-PML fiir die
Eulergleichungen eine systematische Instabilitdt in Anwesenheit einer mittleren Strémung zeigen.
Die gezeigte Instabilitdt resultiert aus den zusétzlichen Eigenwerten der Dispersionsrelation durch
die konvektiven Terme. Zur Losung dieses Problems schldgt Tam [28] eine Erhéhung der kiinstli-
chen, selektiven Dadmpfung (SAD) des DRP-Schemas vor. Die gegebene Losung fithrt in einem Rohr
nicht zum gewiinschten Resultat, stattdessen kommt es zu einer Verstarkung langwelliger Stérun-
gen. Die PML-Randbedingung wird im durchstromten Rohr instabil [28]. Hesthaven [10] schlagt
zur Losung vor, die Grundstromung abklingen zu lassen, was zu einer Anderung der Dispersions-
relation fithren muss. Damit ist die Idee der PML-Randbedingung grundlegend verletzt.

Neuere Veroffentlichungen aus der Elektrodynamik verwenden eine PML-Randbedingung, fiir die
die Aufspaltung der Variablen nicht mehr notwendig ist [12]. Stattdessen wird eine Hilfsvariable
eingefiihrt, die nur in der Pufferzone abgespeichert werden muss. Im Folgenden wird entsprechend
der Formulierung von Hu [12] eine PML-Randbedingung fiir zylindrische Koordinaten entwickelt.
Den Ausgangspunkt bilden dabei die linearisierten Euler-Gleichungen (76), (77) und (78), die in
Matrix-Vektor Form umgeschrieben werden miissen:

_— = _A . —= B . —_—
ot - Jdx r
Die genaue Form der Matrizen ist dem Anhang 11.4.1, Gleichungen (101-105) zu entnehmen. Der
Vektor g setzt sich wie folgt aus den Stérgrofen zusammen.

0 0 0
a4 _ g a %Q.Q_Q.g (117)

gz(gﬂ u, v, W, p’) (118)

Bei der Ableitung der PML-Randbedingung werden zunéchst alle Grof3en in solche Anteile, die mit
x variieren und solche, die mit r variieren aufgespalten. Die gesamte Herleitung wird zundchst nur
fiir eine einzelne Frequenz (Helmholtzzahl w) durchgefiihrt. Daher kann die Zeitableitung durch ei-
ne Multiplikation mit —i w ersetzt werden. Zusétzlich wird ein Ddmpfungsterm eingefiihrt, der aus-
schlie@3lich in einer der Koordinatenrichtungen (z oder ) wirken soll. Dieses Vorgehen entspricht
einer Streckung der Koordinate in der komplexen Ebene. In vektorieller Schreibweise kann der Aus-
gangspunkt fiir die PML-Formulierung sehr kurz dargestellt werden. Die mit Ddchern versehenen
Grolen kennzeichnen, dass die Losung innerhalb der PML nicht der Losung der urspriinglichen
Gleichungen entspricht. Die komplexe Streckung von r fiihrt dazu, dass auch die eigentlich aus der
Ableitung nach ¢ stammenden Terme mit einem neuen r skaliert werden.

o . dq
62‘ ) (119)
—iwj 40,4, =—B - ai;_gg - q

Die Formulierung der PML-Randbedingung beruht auf der Annahme, dass die der Grundstro-
mung im Bereich der PML iiberhaupt nicht mit den Koordinaten variiert, da sonst zusétzliche
akustische Quellterme entstehen. Aus diesem Grund werden die Ableitungen der Grundstrémung
bei der Formulierung der zusdtzlichen Dampfung in der Pufferzone weggelassen. Sie liefern einen
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Term q,. fiir die Zeitableitung, der nicht verdndert wird. Durch Multiplikation mit 1+ L % bzw. 1+ : e
und nachfolgende Addition wird die Aufspaltung der Variablen aufgehoben (vgl. Hu [12])

, io io io io 10 0q
- 1 Y (1 V(1+ =Yg =—(1 V(14+ Y4 . —=
w1+ ) 1+ 1) 1+ 2 g, =+ 2 1+ ) 4
, io io iy, . io io 0q
—iw(1 ) (1 DN+ —8)g =—-(1 L “’B.; (120)
w5+ 5 I+ 5 g, = -1+ ) 1+ F) B o
10y, ZU;,;l .
(=) 5 nC g

Es wird keine Dampfung in ¢ eingefiihrt, da in Umfangsrichtung ein analytischer Ansatz gemacht
wurde. Dennoch wird durch die Streckung in r eine neue Variable 7 eingefiihrt, die eine Ddmpfung
in den nach ¢ abgeleiteten Termen bedeutet [30].

f':1+ia¢

90—/ —dr

Ausmultiplizieren und Sortieren nach den Potenzen von w liefert ein Gleichungssystem fiir eine
Frequenz. Die Riicktransformation in den Zeitbereich erfolgt durch Ersetzung der Terme mit —i w
durch Zeitableitungen.

(121)

(o))

9 0
5: - 4

Q5
=N

_E.

\'Q>
\
[

1
-—C -
r

Q
8
Q)“Qv

Euler Gleichungen

—~(0x +0r +0y)§—(0z0r + (02 +0r) 0p) g, — (020+04) g,

NC/F 122)
dq dq 1
(or +0p) A - 87;1_(093"‘%)3 ' 87;,1—(0354-%);0 4
dq, dq 1
—(oroy)A - Er —(020,) B 8772 —(0g0r)=C - g,
M, .
-1 M2 (0w +0or +0p) G+ (020 + (00 +0r) 0p) g, + (0204 04) q,]

Die Terme mit > L und — 2 werden durch die Hilfsvariablen ¢, und 4, ersetzt und entsprechen den
Zeitintegralen der ursprunghchen GroRen. Diese Hilfsvariablen miissen in der Pufferzone mit be-
stimmt werden. Sie sind als die Integrale der urspriinglichen Variablen in der Zeit definiert.

99, _

at = (123)
94y _

ot 4

Die Dampfungsparameter o, und o, werden entsprechend Gl. (115) berechnet, wobei nur der Ab-
stand in z- bzw. r-Richtung zur Definition verwendet wird. In den Ecken des Rechengebiets er-
gibt sich eine starke Dampfung, die in beiden Koordinatenrichtungen wirkt. Da die nicht aufge-
spaltene PML-Formulierung (“Unsplit-PML") instabil werden kann, wenn beide Koordinatenrich-
tungen beddmpft werden, wird in den Ecken der der Wand ndhere Ddmpfungsparameter zuguns-
ten des Entfernteren bevorzugt. Das entspricht einer Normierung. In vektorieller Schreibweise mit
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o = (04, o,) ergibt sich folgende Gleichung:
o =n,|of (124)

Wobei n, der Gradientvektor der Ddmpfungsverteilung nach Gl. (115) ist.

Da es trotz der theoretischen Stabilitdt der PML zu explodierenden Lésungen in Anwesenheit von
Drallstromungen kommt, wurde die azimutale Komponente der mittleren Stromungsgeschwindigkeit
in der PML-Zone Null gesetzt. Es konnte kein anderer Weg gefunden werden, als einen dhnlichen
Verstol$ gegen die Annahmen der PML zu begehen, wie Hesthaven [10]. Die Ergebnisse der Validie-
rung und des Vergleichs mit anderen Randbedingungen sind dem nichsten Kapitel zu entnehmen.

13.3 Die charakteristische Randbedingung von Giles

Die in den vorherigen Abschnitten vorgestellten Randbedingungen sind alle vom Typ einer Puf-
ferzone. Wellen, die das Rechengebiet zu verlassen drohen, werden geddmpft. Am Rand tritt kei-
ne Reflexion auf, da der Wert der Storgrolen Null ist. Es gibt wesentlich elegantere Moglichkei-
ten Randbedingungen zu formulieren, wenn die Eigenschaften der sich ausbreitenden Wellen, die
Charakteristiken, benutzt werden. In diesem Abschnitt wird, stellvertretend fiir eine ganze Klas-
se von solchen physikalisch abgeleiteten Randbedingungen, die Giles Randbedingung vorgestellt.
Sie beruht auf einer Analyse der Losungen der Euler-Gleichungen in zweidimensionalen kartesi-
schen Koordinaten. Die gewonnen Informationen tiber die Losungseigenschaften der linearisier-
ten Euler-Gleichungen werden im néchsten Abschnitt zur Untersuchung der Entropiewellen ver-
wendet.

Fiir die physikalisch korrekte Formulierung solcher Randbedingungen, die entweder auf Charak-
teristiken oder auf Eigenlosungen beruhen, ist die Kenntnis solcher Eigenl6sungen der Eulerglei-
chungen in vereinfachter Form Voraussetzung. Die Ableitung der Losungen erfolgt unter der An-
nahme einer uniformen Grundstromung aus den Eulergleichungen in Matrix-Vektor Form.

dq dq dq
t+* 8374_* or ( )
mit
o U 5 0 0 Vo 0 0
u o U o 1L 0OV 0 0
= = — Q . = —
q U/ ’ A 0 07 i Q ’ ﬁ 0 0 Vf é (126)
14 0 vP 0 U 0 0 yP V

Die Differentialgleichung ist hyperbolisch, daher kann ein Ansatz fiir wellenférmige Losungen
gemacht werden. Die komplexe Exponentialfunktion mit den Wellenzahlen k&, und k, sowie der
Kreisfrequenz w stellt eine Basis fiir solche Eigenlosungen dar. Eingesetzt in die Differentialglei-
chung (125) liefert der Ansatz zunéchst eine Bedingung fiir die Wellenzahlen in Abhéngigkeit von
der Kreisfrequenz. Diese Beziehung wird auch Dispersionsrelation genannt:

det(—wE +k; A+ kyB) =0 (127)

Weiterhin lédsst sich eine rdumliche Ausbreitungsgeschwindigkeit (Gruppengeschwindigkeit) dar-
aus ablesen, wenn die Eigenwerte bekannt sind:

Ow
v, = (%’z) (128)

Oky
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Durch diesen Ansatz wird durch Vorgabe der Kreisfrequenz und der zweiten Wellenzahl k, die Wel-
lenzahl k, berechenbar. Vor dem nichsten Schritt wird das System mit der mittleren Dichte ¢ und
der Schallgeschwindigkeit a, z. B. in der ungestorten Anstromung, dimensionslos gemacht. Die
Entdimensionalisierung wird im Abschnitt 8.2 beschrieben. Im Allgemeinen hat das Gleichungs-
system vier unabhéngige Eigenwerte fiir £, und vier zugehorige Eigenvektoren, die im gegebenen

Fall mit
(1—U?)k2

in dimensionsloser Form wie folgt angegeben werden [7]:

w—Vk:y

kio = — (130)
_ (w—Vky)(-U+D)

ks = T (131)
_ (w=Vk)(-U-D)

k= e (132)

Die ersten beiden Eigenwerte sind gleich und gehoren zur sogenannten Entropie-Welle und Wirbelstérke-
Welle. Die beiden letzten Eigenwerte gehoren zu der stromauf bzw. stromab laufenden akustischen
Welle. Die Gruppengeschwindigkeit der Entropieschwankung wie auch der Wirbelstdrkeschwan-
kung ist U. Die Ausbreitung dieser Stérungen ist also rein konvektiv, wiahrend sich die akustischen
Wellen mit Schallgeschwindigkeit im mitbewegten Bezugssystem ausbreiten.

Die zugehorigen dimensionslosen rechten Eigenvektoren sind in der Literatur wie folgt gegeben

(7, 12]:

0 Entropic = (‘17 0, 0, O)T (133)
Qi Wirbelstirke (0’ jiwﬂ? 1 - %7 O)T (134)
05 stromab akustisch = 12:[] (W ~Uks = Vky, ks, ky, w=Uky—V ky)T (135)
0, romaut akustisch = % ("J ~Uks=Vhky, ks ky, w=Uhky=V ky)T (136)
Die kontravarianten linken Eigenvektoren sind:
@ =(-1 0 0 1) (137)
ah=(0, e 1otk k) (138)
=0, a-vh) ok a-vip) (139)
d=(0, ~1-Vh) Tk (1—17%)D)T (140)

Diese Eigenwerte liefern die folgende Approximation vierter Ordnung fiir eine nichtreflektierende
Randbedingung in einem kartesischen Gitter mit der lokalen Schallgeschwindigkeit a [7]:

_ Cc1
c1 \% (_) ) 0 . 0 B 0 | e
C9 = — 0 Vv _ §(CL:|‘U) 5(0,— U) E c (141)
3 0 3(a—0) Vv 0 03

4
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Dabei werden die charakteristischen Variablen (01, ca, C3, 04) aus den Eigenwerten wie folgt
bestimmt [7]:

~

C1 —a 0 0 1 %
2| | O 0 pa O] [«
es| | O oa 0 1 v (142)
cs 0 —ga 0 1) \p
Die Riicktransformation ist wie folgt gegeben [7]:
u 0 0 55 —oga | |
= (143)
v 0 ﬁ 0 0 3
4 o o 3 3 ca

Die nicht reflektierende Randbedingung von Giles stellt eine auf Charakteristiken und Eigenlésun-
gen beruhende Terminierung des Rechengebiets dar. Sie funktioniert optimal, wenn ebene Wellen
in einem kartesischen Gitter normal auf die Wand treffen. Je stérker die reale Welle von diesen An-
nahmen abweicht, um so mehr Reflexionen treten auf. Zusétzlich gibt es das Problem der Langzeit-
stabilitdt. Die Randbedingung von Giles [7] zeigt hdufig Instabilitdten bei Langzeitintegration. Aus
diesen Griinden wurde auf die Verwendung von charakteristischen Randbedingungen zu Gunsten
einer kiinstlichen Pufferzone, die in den vorherigen Abschnitten beschrieben ist, verzichtet.
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14 Beriicksichtigung der Nichtlinearitat

In diesem Kapitel werden die Differentialgleichungen zur Beschreibung der Storungsausbreitung
in einem stromenden idealen Gas hergeleitet. Das Feld ist thermodynamisch und strémungsme-
chanisch durch die Gro3en Druck, Geschwindigkeit und Dichte beschrieben. Als Stérungen werden
dabei Abweichungen von einem Ruhezustand dieser Grollen bezeichnet. Sie lassen sich ihren Ei-
genschaften nach in akustische, Entropie- und Vorticity-Wellen aufteilen. Die Bezeichnung Welle
ist bei den letzten zwei Storungsarten im weiteren Sinne zu interpretieren. Diese breiten sich rein
konvektiv aus, so dass ihre Ausbreitungsmuster nicht der gidngigen Vorstellung einer Welle als L6-
sung der Wellengleichung der Akustik oder Elektrodynamik entsprechen. Die drei Stérungsarten®
lassen sich folgendermal3en charakterisieren (siehe [20], [14]):

» Akustische Schwankungen sind adiabate Zustandsdnderungen. Dichte, Druck und Tempera-
tur dndern sich gleichzeitig, sie sind durch die Adiabatenbeziehungen gekoppelt. Der Schall
breitet sich mit Schallgeschwindigkeit relativ zur Strémung aus.

* Entropieschwankungen sind Stoérungen der Ruhe-Entropie. Sie breiten sich rein konvektiv
aus. Eine Entropiestérung kann beispielsweise durch Verbrennung entstehen. Reine Entro-
pieschwankung duflert sich durch die Schwankung der Dichte und Temperatur bei konstan-
tem Druck.

e Vorticity-Wellen sind Schwankungen der Wirbelstérke. Sie breiten sich konvektiv aus. Diese
Wellen bestehen aus einer Schwankung der Geschwindigkeitskomponenten.

Die letzte Storungsart wird in dieser Arbeit nicht explizit behandelt. Im ersten Teil des Kapitels (??)
werden, ausgehend von den bereits im Abschnitt 8 abgeleiteten Bilanzgleichungen der Hydrodyna-
mik, die Gleichungen fiir die fiinf Variablen p, u, v, w, p hergeleitet. Unter bestimmten Annahmen
fiihren diese Bilanzen zu einem Gleichungssystem, das nach der resultierenden Bewegungsglei-
chung, der Euler-Gleichung, benannt ist. Die Euler-Gleichungen stellen ein ausreichend gutes Mo-
dell zur Beschreibung des Schallfeldes dar. Diese Aufspaltung in Gleich—- und Schwankungsanteil
ermoglicht die Berechnung der Akustik basierend auf einem gegebenen, z. B. mit CFD-Verfahren
berechneten Stromungsfeld. Terme hoherer Ordnung, die bei der Zerlegung entstehen, werden
zwecks Untersuchung nichtlinearer Effekte beibehalten. Das hergeleitete nichtlineare Differenti-
algleichungssystem besitzt die nicht konservative Form, in der die Variablen p, v und p in ihrer
Primitivform vorkommen. Dieser Ansatz wird in der Literatur als PErturbed Nonconservative Non-
linear Euler equations (PENNE) bezeichnet [17]. Ein Vergleich verschiedener Ansdtze zur Berech-
nung der nichtlinearen Storungsausbreitung ist in [1] gegeben. Im letzten Teil des Kapitels (14.5)
werden Unterschiede der linearen und nichtlinearen Theorie anhand eines einfachen Beispielpro-
zesses erldutert. Giiltigkeitsgrenzen des linearen Modells werden abgeschétzt. Die eingerahmten
Gleichungen im Text stellen wichtige Zwischenergebnisse dar und sind die Basis fiir Umformungs-
schritte in folgenden Absétzen.

14.1 Kontinuititsgleichung

Das Einsetzen der Zerlegung (??) in Kontinuitédtsgleichung (??) liefert

d(po +p')

5 +uoN - (po+ o)+ -N(po+p)

“ (144)
+poN - (ug+u) +p' V- (yg+u)=0

3Sie werden auch Losungsmoden der Modellgleichungen genannt.
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Nach Ausmultiplikation der Terme folgt

5] op'
£+go'2po+poz-go+a% +uy- Vo' + poV -

(145)

=0 wg. Kontinuitét
+u - Npo+p'YV ug+u Vo' +pV-u' =0

Der Gleichanteil erfiillt die Kontinuitdtsgleichung und wird eliminiert. Teilweise konnen Gleich-
und Schwankungsgro8en wieder zur Gesamtgréle zusammengefasst werden. Entsprechend (2?)
tragen diese Variablen keine Indizes. Die nichtlineare Kontinuitédtsgleichung fiir die Schwankungs-
grofle p’ lautet

8 /
Sr Vg o 'Y g+ Vo =0 (146)
Sie unterscheidet sich von der linearisierten Form nur durch die zusétzlichen Schwankungsanteile

im zweiten und dritten Term.

14.2 Euler-Gleichung

Das Einsetzen von (??) in die Bewegungsgleichung (??) ergibt

a /
(po +4') (uoaj 4y (uo +u') - V(ug +u')| +V(po +p) =0 (147)
Division durch (py + p') und Ausmultiplikation des Klammerausdrucks fiihrt auf
/
%+a—g+uo(2'uo)+@0(Z'u')+@’(2-uo) (148)
ot ot
/
(V) + Zpo/ Vp - Vpo _¥po (149)
po+p  pot+p  po Po
————

=0

Um die Impulsbilanz fiir den Gleichanteil eliminieren zu konnen, wird auf der linken Seite ein Hilfs-
term mit der Summe Null addiert. Die Sortierung der Terme liefert

ou Vpo = Ou

=0 . i el ! / .
5 +uo(V - ug) + o + 5 +u(V-u) +u(V-u) (150)
=0 wg. Euler-Gl.
! 1 1
(P ) T =0 (151)
p P PO
Die sich im letzten Term der linken Seite ergebende Subtraktion wird mit dem Ausdruck
1 1 — /
< _ > _ (po p) _ 7 (152)
P Po PPo PPo
ersetzt. So ergibt sich schliellich
871,/ zp/ p/
- FuV-u) +d (V) + = — —Vpy = (153)
ot ( ) ( 0) P 200 VPo

Dies ist die nichtlineare Eulersche Bewegungsgleichung fiir die Schwankungsanteile der Geschwin-
digkeitskomponenten «/, v und w’. Die nicht markierten Gré8en bezeichnen GesamtgréRen ent-
sprechend (22).
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14.3 Druckgleichung

Das Einsetzen der Zerlegung in die (??) ergibt

o ap'
% +ug - Vpo +vpoY - ug + a% VgV 4+ YVpo + o - Yy (154)
=0 wg. Druckgl.
+ypoN U +4p'Y cug +yp'V - u =0 (155)

Nach Subtraktion der Druckgleichung fiir die Ruhegroflen erhilt man die nichtlineare Gleichung
fiir den Schwankungsdruck

a /
S+ Uy - Vpo +pV +9p' Vg = 0 (156)
wobei die nicht indizierten Grofen die Gesamtgrof3en darstellen. Bis auf den Faktor  entspricht

diese Gleichung der Kontinuitdtsgleichung (146).

14.4 Matrixform der nichtlinearen Gleichungen

Nach den bis jetzt ausgefiihrten Schritten werden die Gleichungen zusammengefasst. Nach ge-
schickter Aufteilung der vorkommenden Terme lassen sich die Gleichungen in Matrixform formu-
lieren. Sie lautet

0q dq dq 1
==-A-~-B-—=—--C-q—D- 157
ot L9 2o r=i724 (157)
Der Vektor g enthilt die Schwankungsgréfen des akustischen Feldes und ist definiert als
T
q=(p,u, v W', p') (158)
Die Matrizen A, B, C und D lauten
ug+u  po+p 0 0 0
0 ug + o’ 0 0 p——
A= 0 0 ug + o’ 0 0 (159)
0 0 0 ug + o’ 0
0 ¥(po +7) 0 0 uo + o’
vo + v’ 0 po+ p 0 0
0 vo + v 0 0 0
B=| 0 0 vo + v’ 0 e (160)
0 0 0 vg + v’ 0
0 0 Ywo+p) 0 v+
vo — tm(wo + w') 0 po+p' —im(po + p) 0
0 —im(wo + w’) 0 0 0
C = 0 0 —im(wo + w") —2wg — w'’ 0 (161)
- 0 0 wo + w’ vo — tm(wo + w'") —imﬁ
0 0 v(po +p) —imy(po +p')  yvo —im(wo +w’)
o o) d 0
(%) ® %o 0
_ 1 9p0  dug  Bdua 0
(po+p")po Ox ox or
D=|__1"9p o 0w | 0 (162)
- (po+p')po Or oz or
0 ug % 0 0
T or
0 w0 G
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14.5 Anwendungen der nichtlinearen Theorie

In den meisten Publikationen und Lehrbiichern zum Thema Akustik findet man die linearisierte
Form der oben hergeleiteten Gleichungen. Es stellt sich die Frage, in welchen praktischen Féllen
die Anwendung der nichtlinearen Theorie notwendig ist. Die linearen Euler-Gleichungen und die
dazugehorige Wellengleichung fiir ein ruhendes Medium bieten eine ausreichend gute Approxi-
mation fiir eine Vielzahl von Féllen. Sie sind dort einsetzbar, wo die Schalldruckpegel fiir direkte
menschliche Umwelt typischen Werte erreichen. Thr Hauptvorteil und der Grund fiir die weite Ver-
breitung liegt in der Mathematik. Erst durch die Linearisierung wird der Zugang zu analytischen
Losungen ermdoglicht. Ohne auf numerische Methoden zuriickgreifen zu miissen, lassen sich ge-
schlossene Losungen finden — das Superpositionsprinzip gilt.

Untersucht man die Quellen des Larms, z.B. Verbrennungsmotoren in Flugzeugen, so stellt man
fest, dass die dort herrschenden Pegel durch die linearisierten Beziehungen nicht mehr richtig wie-
dergegeben werden. Um die Zusammenhénge bei der Lirmentstehung verstehen zu kénnen, muss
die nichtlineare, nicht vereinfachte, Theorie angewendet werden. Um zwischen dem Einsatz bei-
den Theorien entscheiden zu kénnen, miissen ihre Unterschiede und Giiltigkeitsbereiche bekannt
sein. Im Folgenden wird dies qualitativ und quantitativ untersucht.

Schallwellen konnen mit guter Ndherung als ein isentroper Vorgang beschrieben werden. Die
adiabate Zustandsidnderung kann als ein Pumpprozess in einem abgeschlossenen System* inter-
pretiert werden. Dieser Vorgang ist in Abb. 9 skizziert. Auf der Abszisse ist das spezifische Volumen
aufgetragen, das dem Kehrwert der Dichte entspricht. Die Bewegung des Kolbens nach links ver-
ursacht eine Kompression der Luft im Kolben. Lasst man die der Akustik inhdrente Dynamik aus
der Betrachtung heraus, so kann dieser Vorgang als eine akustische Stérung betrachtet werden. Die
Akustik hat die Adiabate als , Kennlinie“. Die Druck-Dichte-Beziehung soll ndher untersucht wer-
den. Die Adiabatengleichung fiir diese Gro3en lautet

P P

= — (163)
Py po

wobei v das Verhiltnis der Warmekapazitdten 2 ist. Wie man sofort erkennt, sind diese Gleichun-
gen nichtlinear. Ziel der Linearisierung ist es (163) durch eine Gerade anzundhern. Diese wird tan-

gential an den Arbeitspunkt angelegt. Der Punkt liegt sinnvollerweise bei den Ruhegré3en py und
po fiir den ungestorten Zustand. Man kann zeigen, dass die Steigung der Geraden

cg =~vPy/po (164)

betrdgt. Bewegt man den Kolben in Abb. 9 mit einer zum Ruhevolumen relativ geringen Amplitude,
so ergeben sich fiir die Adiabate und die lineare Ndherung dhnliche Druckverldufe. Bei steigen-
der Amplitude werden die Abweichungen fiir die beiden Kennlinien jedoch unzulidssig gro@3. Diese
Uberlegungen sollen jetzt auf den realen Fall iibertragen werden. Zuvor soll noch ein fiir die nicht-
lineare Akustik charakteristisches Mal? eingefiihrt werden.

Die Wurzel der Steigung der Adiabaten beschreibt die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Schalls.

Es gilt
=/7P/p (165)

Im Gegensatz zur linearen Rechnung dndert sich ¢ laufend mit der Amplitude. Das hat zur Folge,
dass Schallwellen in Gebieten hohen Drucks (Dichte, siehe (163)) schneller propagieren, als in Ge-
bieten niedrigen Drucks. Ein Sinus-Signal steilt sich proportional zur zuriickgelegten Entfernung
zu einer N-formigen Welle auf. Die Entfernung, nach der sich die Maxima eines Signals in einer

“kein Austausch von Energie iiber die Winde, ideale Isolierung
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real (adiabat)

(\’ [ B B
(ECCERY AKRRRRY

\

N

Abbildung 9: Vergleich linearer und nichtlinearer Theorie am Beispiel einer einfachen Zustandsin-
derung

ebenen Welle tiberschlagen und St6Be bilden, wird StoRbildungsstrecke (engl. shock formation di-
stance) genannt. Fiir ein periodisches Signal der Kreisfrequenz w betrédgt sie nach Blackstock [9]

S (166)
xTr =
Buow

wobei u( die Spitzenamplitude der Schnelle, ¢y die Ruheschallgeschwindigkeit und 5 der Nichtli-
nearititskoeffizient® ist [9]. Die Gleichung zeigt, dass sich der Einfluss der Nichtlinearitit tiber die
Ausbreitungsstrecke kumuliert. Unterschiedliche Amplituden konnen also zu gleichen Verzerrun-
gen fiihren.

Tabelle 6 gibt eine Ubersicht iiber die Amplituden und Stofbildungsstrecke abhzngig von Schall-
druckpegel. Anhand der StoBbildungsstrecken ldsst sich ein Schalldruckpegel von grob 135 dB als
Grenze der linearen Approximation festlegen. Tabelle 6 berticksichtigt keine Entropiestorungen,
d. h. Verschiebungen der Ruhedichte, der Stromung. Deren Einfluss auf die Losung im nichtlinea-
ren Fall wird in Kapitel 22 experimentell untersucht.

°Fiir ideale Gase gilt 8 = (v + 1)/2
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Tabelle 6: Vergleich von Schalldruckpegel, Druck- und Dichteamplituden, akustischer Machzahl
und StoBbildungsstrecke bei Normaldruck

L, p.,.Pal  ul, [m/s] M T beilkHz [m] Z bei 10kHz [m]

0 2x1075  4.85x 1078 1.41x1071  3.23x 108 3.23 x 107
70 6.32x1072 153 x107%* 446 x 107 1.02 x 10° 1.02 x 10%

90 0.63 1.53x 1073 446 x10°%  1.02 x 10* 1.02 x 103
110 6.32 1.53 x 1072 4.46 x 107° 1.02 x 103 102
120 20 485 x 1072 1.41 x107* 323 32.3
130 63.2 0.15 4.46 x 1074 102 10.2
140 200 0.48 1.41 x 1073 32.3 3.23
150 632 1.53 4.46 x 1073 10.2 1.02
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